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Zur Berechnung der Verweilzeitverteilung von Partikeln 
 
Technische Universität Chemnitz, Fakultät für Maschinenbau 




Verweilzeitverteilungen werden zur Charakterisierung verfahrenstechnischer und speziell 
reaktionstechnischer Prozesse herangezogen. In dispersen Systemen existiert für jede Phase 
eine Verweilzeitverteilung, die sich stark voneinander unterscheiden können.  
Verweilzeitverteilungen werden häufig auf der Basis des Dispersionsmodells oder mittels 
einer Rührkesselkaskade beschrieben, wobei die Anpassung nicht immer gut ist. Deshalb 
werden zunächst halbempirische Gleichungen vorgestellt, die mittels charakteristischen Pa-
rametern (mittlere, minimale, maximale Verweilzeit; Exponent) eine flexible Nachbildung 
erlauben. Die Brauchbarkeit dieser Gleichungen wird für fluide und disperse Phase anhand 
der Nachrechnung veröffentlichter Verweilzeitverteilungskurven in unterschiedlichen Appa-
raten nachgewiesen, wobei auch ein Vergleich mit den Ergebnissen anderer Modelle erfolgt. 
Unter der Annahme einer stationären Sinkgeschwindigkeit gelingt für stark vereinfachte Fälle 
die Ableitung analytischer Ausdrücke für die Verweilzeitverteilung der dispersen Phase.  
Realere Fälle werden mit dem stochastischen Modell ZEMP (Zellenmodell mit Platzerwech-
selwahrscheinlichkeit), das um die Einbeziehung der Relativgeschwindigkeit der Partikeln 
erweitert wurde, erfasst. Dadurch wird es möglich, den Einfluss des Dispersionskoeffizienten, 
der Zugabeart, des Geschwindigkeitsprofils und des Vorliegens von Eigenschaftsverteilungen 
auf die Verweilzeitverteilung separat auszuweisen. 
Für das sich entwickelnde Geschwindigkeitsprofil des laminar durchströmten Rohrs und Ka-
nals werden Gleichungen aufgestellt, in die die Werte von Literaturen eingingen. Damit wird 
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Eine wichtige Größe für die Beschreibung kontinuierlich arbeitender Apparate ist die Zeit, die 
das Stoffsystem in dem Apparat verbringt, die sogenannte Verweilzeit. Bei realen Apparaten 
bleiben nicht alle gleichzeitig gestarteten Teile des eintretenden Stroms gleich lange im Appa-
rateraum. Es tritt immer eine mehr oder weniger starke Rückvermischung der Fluidelemente 
auf. Die gleichzeitig in den Apparat eingetretenen Teilchen weisen am Austritt ein Verweil-
zeitspektrum auf. 
Häufig ist es wünschenswert, dass die Streuung der Verweilzeitverteilung möglichst klein ist, 
da ein übermäßiges kurzes oder langes Verweilen eines Teiles des Gemisches zu unerwünsch-
ten Eigenschaften des Produktes führen kann (z.B. temperaturempfindliche Substanzen, Bil-
dung von Nebenprodukten). Deshalb ist die Vorhersage und aktive Beeinflussung der Ver-
weilzeitverteilung eine wichtige Aufgabe für den Ingenieur. 
 
Existieren keine Relativgeschwindigkeiten zwischen den Phasen, verhalten sich die dispersen 
Partikeln wie ein idealer Tracer. Es treten keine Unterschiede in den Verweilzeitverteilungen 
von Fluid und Partikeln auf. In der Regel ist das jedoch nicht der Fall. Die dispersen Teilchen 
werden dann von der Fluidgeschwindigkeit und von den Wänden beeinflusst, wirken unter-
einander ein und auf die Grundströmung zurück. Die Bewegung der dispersen Teilchen wird 
außerdem vom Charakter der dispersen Phase (feste Partikeln, Tropfen, Blasen) und der damit 
zusammenhängenden Verformbarkeit bzw. den induzierten Sekundärströmungen in den Par-
tikeln beeinflusst. Werden Fluid und Partikeln im Gegenstrom geführt, verlassen in der Regel 
einige Teilchen den Apparat wieder im Eintrittsquerschnitt, so dass die integrale Verweilzeit-
verteilung im beobachteten Querschnitt F(t → ∞) < 1 wird. Das Gleiche gilt in diesem Fall 
durch die Schleppwirkung der Partikeln auch für das Fluid. 
 
Die Verweilzeitverteilungen in realen Apparaten entstehen durch ein komplexes Zusammen-
spiel von Strömungsprofil, Diffusion, Turbulenz u. a. m.; bei der Auswertung von Experimen-
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ten sind zusätzlich Nichtidealitäten des Tracers bzw. seine begrenzte Detektierbarkeit zu be-
achten.  
Für Verweilzeitverteilungen sind nur wenige exakte Lösungen bekannt, die sich in der Regel 
auf einphasige Systeme beschränken. Häufig werden Modellvorstellungen (wie das auf der 
Gaußverteilung basierende Dispersionsmodell, das Modell der Rührkesselkaskade oder die 
Verschaltung idealer Bereiche) für die Beschreibung der Verweilzeitverteilung herangezogen. 
Für eine Gaußverteilung spricht, dass sich bei vielen aufeinanderfolgenden stochastischen 
Prozessen diese Verteilungsart selbst dann als theoretischer Grenzfall herausbildet, wenn un-
gleichmäßig wirkende deterministische Prozesse (z.B. ein über den Apparatequerschnitt un-
gleich wirkendes laminares Geschwindigkeitsprofil) überlagert sind. Durch den Geltungsbe-
reich der Gaußfunktion bis ins Unendliche entstehen aber auch Widersprüche zur physikali-
schen Realität. So erfolgt z.B. das Austreten der Partikeln erst ab einer bestimmten Totzeit. 
Außerdem gibt es keine negativen Verweilzeiten. Wegen der extrem kleinen Funktionswerte 
der Gaußverteilung in den Randbereichen ist diese Abweichung jedoch meist ohne praktische 
Bedeutung. Eine weitere Besonderheit ist die Symmetrie der Kurve, die bei realen Verweil-
zeitkurven technischer Prozesse nur selten erreicht wird, da diese Symmetrieeigenschaft das 
asymptotische Verhalten der Zufallsprozesse charakterisiert. 
Das Kaskadenmodell ermöglicht zwar prinzipiell auch die Nachbildung schiefer Kurven, je-
doch ist die Anpassungsfähigkeit an reale Verläufe durch nur einen freien Parameter (Rühr-
kesselzahl) nicht immer gut. Außerdem ist die physikalische Bedeutung dieses Parameters 
besonders für Systeme, die nicht aus realen Rührbehälterstrukturen bestehen, gering. Weiter-
hin kommen stochastische Modelle für ein- oder mehrphasige Strömungen (z.B. [1-6]) zur 
Anwendung. 
 
Für die laminare Rohrströmung sind die theoretisch abgeleiteten Verweilzeitverteilungen 
mehrfach in der Literatur (z.B. [1]) zu finden. Bosworth [7] versuchte, die Verweilzeitvertei-
lung unter der Anwendung des Geschwindigkeitsprofils [8] turbulenter Rohrströmung und 
eines Korrekturfaktors theoretisch zu berechnen. Das Ergebnis war für die praktische Anwen-
dung zur Berechnung der Verweilzeitverteilung nur bedingt geeignet. Es wurde von Danck-
werts [9] mit Messwerten von Fowler und Brown [10] verglichen. 
Im Jahr 1953 hat Danckwerts [9] eine erfolgreiche Berechnungsmethode für die Verweilzeit-
verteilung in realen Systemen entwickelt (Dispersionsmodell) und deren Anwendbarkeit 
durch den Vergleich mit Experimenten nachgewiesen. Danach haben sich zahlreiche Forscher 
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mit Problemen des Dispersionsmodells (Ermittlung des Diffusionskoeffizienten bzw. der Va-
rianz und Auswahl geeigneter Randbedingungen) befasst [11], [12]. 
 
Hofmann (in [13]) hat die verschiedenen Modelle (Diffusions- und Zellenmodell) vorgestellt 
und veröffentlichte experimentelle Resultate für die verschiedenen Reaktoren zusammenge-
fasst. Neben der Danckwerts’schen Lösung gibt es weitere modifizierte Dispersionsmodelle 
[11], [12], [14].  
Häufig verwendet man das Kaskaden- oder Zellenmodell zur Berechnung der Verweilzeitver-
teilung der kontinuierlichen oder dispersen Phase in Blasensäulen [15-18], im Fließbett [19] 
und in Gasliftkaskaden [20]. Salami [13] kombiniert zur Verbesserung der Anpassungsgüte 
die Verweilzeitverteilung des Dispersionsmodells mit der des idealen Rührkessels, um die 
Verhältnisse der turbulenten Rohrströmung nachzubilden. Bei [21] wurden die Modelle für 
einen Pfropfenstrom mit denen für einen idealen Rührkessel kombiniert. 
Pawlowski [22] und Kurtin [23] führen statt der Gaußverteilung die logarithmische Normal-
verteilung ein. Nassauer [24] erhält eine empirische Gleichung durch die Modifizierung der 
Lösung, die man für ein turbulent durchströmtes Rohr bei Vernachlässigung der Diffusion 
erhält. Der Exponent ist dabei von der Reynoldszahl und der Rohrlänge abhängig. Auch führt 
Nassauer zur weiteren Verbesserung der Anpassung ein Dispersionsmodell mit effektiver 
Durchströmgeschwindigkeit ein. 
Frank [25] verwendet das Ostwaldprofil für ein nichtnewtonsches Fluid im axialen Dispersi-
onsmodell. Außerdem kamen Modelle auf der Basis von Dispersions- und Rührkesselkaska-
denmodell mit und ohne Rückfluss zum Einsatz (z.B. [11], [26], [27]). Fast alle theoretischen 
Arbeiten befassen sich mit einphasigen Systemen. 
 
Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die Berechnungsmöglichkeiten für die Verweilzeitvertei-
lung besonders auch in mehrphasig durchströmten Apparaten zu verbessern. Hierzu werden 
folgende Teilaufgaben bearbeitet: 
 
Die Möglichkeiten der Vorausberechnung der Verweilzeitverteilung in dispersen Systemen 
mit analytischen Gleichungen sind noch wesentlich eingeschränkter als das schon für homo-
gene Fluide der Fall ist. Prinzipiell lassen sich jedoch die in [1], [28], [29] diskutierten Be-
rechnungsansätze für die Verweilzeitverteilungsfunktion anwenden. Am Beispiel des senk-
rechten, zweiphasig durchströmten Rohres sollen deshalb systematische Betrachtungen zu 
Einflussgrößen, Modellierungsstrategie und Realitätsgehalt der Lösungen erfolgen. Dabei 
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wird auf die Ableitung analytischer Lösungen, die aber für Partikel enthaltende Systeme nur 
für wenige, stark vereinfachte Spezialfälle angebbar sind, eingegangen. 
 
In einem weiteren Teil wird nach einer empirischen Funktion gesucht, die experimentelle und 
berechnete Verteilungen durch das Einführen einer für viele technische Systeme nutzbaren 
empirischen Verweilzeitverteilungsfunktion verdichtet und die sowohl die Verhältnisse für 
die kontinuierliche als auch für die disperse Phase beschreiben kann. Angestrebt wurde eine 
einfach handhabbare, leicht weiterverarbeitbare und flexible Gleichung, deren Parameter gut 
vorhersagbar sein sollen. Da leicht einzusehen ist, dass unterschiedliche Phasen unterschiedli-
che Aufenthaltsverteilungen haben, muss dem durch das verwendete Konzept Rechnung ge-
tragen werden.  
 
Möglichkeiten, die Verweilzeitverteilung der dispersen Teilchen mit bekannten Strömungs-
profilen zu berechnen, wurden von [1] diskutiert. Das in [2] am Beispiel einer Einphasen-
strömung ausführlich diskutierte Zellenmodell mit Platzwechselwahrscheinlichkeit (ZEMP) 
soll nun auf disperse Systeme angewandt werden. Um dieses Modell für disperse Partikeln 
nutzen zu können, muss die Sinkgeschwindigkeit der Partikel in das Programm eingearbeitet 
werden.  
All diese Betrachtungen dienen dem Ziel, die bisher bei der Arbeit mit Verweilzeitverteilung 
dominierenden experimentellen Möglichkeiten durch mathematische Studien zu ergänzen. 



















2 Kenntnisstand für die Fluid- und Partikelströmung 
 
Um die Verweilzeitdauer von Partikeln zu ermitteln, müssen zunächst eine Reihe von Daten 
bekannt sein. Die wichtigsten Parameter sind die Eigenschaften der dispersen Phase, die Ge-
schwindigkeit der kontinuierlichen und dispersen Phase sowie die auftretenden Wechselwir-
kungen. Außerdem sollen in diesem Abschnitt einige Aussagen über das Verweilzeitverhalten 
einphasiger Systeme zusammengestellt werden. 
 
2.1 Fluidgeschwindigkeitsprofil  
 
Die in Rohren und Kanälen auftretenden Fluidgeschwindigkeitsprofile sind bereits relativ früh 
experimentell und theoretisch untersucht worden (z.B. Hagen-Poiseuille-Gesetz für laminare 
Strömungen, [8], [30], [31] für turbulente Strömungen). Mit der Reynoldszahl kann man die 
Strömung in laminar und turbulent einteilen. Unter technischen Bedingungen, bei denen im 
System eine Vielzahl von strömungsstörenden Faktoren auftreten, beträgt die kritische Rey-
noldszahl 2300.  
Die Eintrittsprofile des Fluids in Kanäle und Rohre sind, wenn die Strömung aus größeren 
Reservoirs in Gang kommt, rechteckig. Nach dem Eintritt des rechteckigen Geschwindig-
keitsprofils (l = 0) bildet sich an den Wänden durch Reibung sofort eine Grenzschicht aus, die 
zu einer Verzögerung der wandnahen Schichten führt. Diese Grenzschicht dehnt sich in Strö-
mungsrichtung aus (vgl. [32, S. 284]). Gleichzeitig wird die Kernströmung beschleunigt, so 
dass sich das Profil allmählich ausbildet. Einige ausgebildete Geschwindigkeitsprofile für 
eine Rohrdurchströmung sind in Tabelle 2-1 zusammengefasst.  
 
Die maximale Geschwindigkeit, auf die eine laminare Strömung beschleunigt wird, beträgt im 
Rohr u2  und im Kanal u5,1 . Nach der Einlauflänge l  ist das Maximum der Geschwindig-




Tabelle 2-1: Zusammenstellung von Geschwindigkeitsprofilen im Rohr (positives/negatives 
Vorzeichen bei in bzw. entgegen der Schwerkraft gerichteter Strömung)  
 
Strömung Geschwindigkeit Lit. 
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k2, k3 in Gl. (2.43)  
[40], [41] 
Fluid in Gas/Fluidströmung 









ruuru oz                          (2.8) 
[42] 
 
Die Näherungsgleichung für die Einlauflänge l  ergibt sich bei laminarer Strömung ([43], 
[37, S. 84]) zu  
E
 
Re05,0 RE Dl =         (2.9a) 
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und bei turbulenter Strömung [30] zu 
 
RE Dl )50~40(=  .       (2.9b) 
 
Für die Konstante der Gl. (2.9a) werden in der Literatur auch andere Werte ausgewiesen. 
Nach [34, S. 240] hat die Konstante den Wert 0,056 (bei Erreichen von 99 % der Maximalge-
schwindigkeit) und nach Langhaar in [44] 0,0575. Bei kurzen Rohren spielt der Anlaufeffekt 
eine merkliche Rolle. Für ein langes Rohr ist der Einfluss der Einlaufstrecke relativ gering. 
 
Das nichtausgebildete Geschwindigkeitsprofil für die laminare Kanalströmung wurde von 
Schlichting [31] theoretisch berechnet. Er betrachtete einen quer zur Strömung unendlich aus-
gedehnten ebenen Kanal. Für die Geschwindigkeit in einer Einlaufstrecke l  eines Rohres 
gibt es Angaben z.B. in [45], [46]. Chebbi [45] hat ein Berechnungsprogramm für die maxi-
male Geschwindigkeit in der Rohrachse entwickelt. Er hat in seiner Arbeit die berechneten 
Geschwindigkeiten mit den Messdaten von Nikuradse verglichen. Ebenso wie bei Schlichting 
[31] sind die angegebenen Lösungen relativ kompliziert. Deshalb wird in Anbetracht der ge-
planten Berechnungen zur Verweilzeitverteilung im Abschnitt 3.3 eine Näherungsgleichung 





2.2 Eigenschaften von Partikeln 
 
2.2.1 Partikelform und Formfaktoren 
 
Zur Kennzeichnung von Einzelpartikeln benutzt man messbare oder eindeutig beschreibbare 
geometrische und physikalische Partikeleigenschaften. Sind die geometrischen Partikelmerk-
male, z.B. längen- oder flächenabhängige Größen, vermessen, so können Partikelvolumen, -
masse und -sinkgeschwindigkeit gut korreliert werden. 
Die Größe von unregelmäßig geformten Partikeln ist jedoch nur sehr aufwändig beschreibbar. 
Sie wird deshalb je nach Untersuchungszweck durch Äquivalentdurchmesser wie z.B.  
 
dv Durchmesser der volumengleichen Kugel, 
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ds Durchmesser der oberflächengleichen Kugel, 
da Durchmesser der projektionsflächengleichen Kugel, 
dw Durchmesser der sinkgeschwindigkeitsgleichen Kugel 
 
charakterisiert. Benutzt man zur quantitativen Kennzeichnung der Unterschiede zwischen 






















 , (2.10) 
 
so können die oben genannten Äquivalentdurchmesser ineinander umgerechnet werden [47], 
wobei die Beziehung mit dw nur für den Stokes’schen Bereich und konkave Partikeln gültig 
ist. 
 
4/12/12/1 −=== ψψψ wasv dddd  .     (2.11) 
 
Bei regelmäßig geformten Partikeln kann die Sphärizität exakt berechnet werden. Eine Zu-
sammenstellung von einigen charakteristischen Werten für Sphärizitäten enthält die Tabelle 
2-2. 
 
Tabelle 2-2: Zusammenstellung von Formfaktoren [38, S. 26] 
 
unregelmäßige Partikeln ψ  regelmäßige Partikeln ψ  
abgerundet ≈ 0,8 Kugel 1 
eckig, Sand, Kalisalz ≈ 0,7 Würfel 0,806 











platt 0,4 ~ 0,5 Tetraeder 0,67 
 
Über das Kräftegleichgewicht an sedimentierenden Partikeln ermittelt man die Sinkge-
schwindigkeit [47], auf die im Abschnitt 2.2.3 weiter eingegangen wird. 
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2.2.2 Korngrößenverteilung und Auswirkungen von Eigenschaftsverteilungen 
 
Jedem Äquivalentdurchmesser wird ein normiertes, d.h. auf die Gesamtmenge bezogenes 
Mengenmaß zugeordnet. Der Index r ist die Mengenart (0: Anzahl, 1: Länge, 2: Fläche, 3: 
Volumen, Masse). Die Dichteverteilungskurve qr(dp ) ist mit der Summenkurve Qr(dp) wie 








)( =  .       (2.12) 
 








pk,r dddqdM  ,      (2.13) 
 
wobei der Index k den Exponenten des Äquivalentdurchmessers dp angibt. Zum Beispiel gibt 
das zentrale, vollständige zweite Moment die Varianz an. Mit Gl. (2.14) kann man eine belie-











= )()(   .      (2.14) 
 
Zum Beispiel kann die Volumendichteverteilung q3(dp) aus einer Anzahldichteverteilung 









dq popp =  .       (2.15) 
Neben dem Wechseln der Mengenart mit Gl (2.14) ist es möglich, eine Substitution der Ab-
szisse vorzunehmen. Wird die Abszisse einer qr(dp)-Verteilung durch dp = f(ζ) substituiert, 
errechnet sich die qr(ζ)-Verteilung aus [49, S. 51], [50, S. 105] 
 
)()( prr ddQdQ =ζ  zu  dζ
dd
dqζq pprr )()( =  .  (2.16) 
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2.2.3 Stationäre Sinkgeschwindigkeit von Einzelpartikeln 
 
Bei der Ermittlung der stationären Partikelgeschwindigkeit wird davon ausgegangen, dass 
einerseits die stationäre Sinkgeschwindigkeit und andererseits bei höheren Konzentrationen 
der dispersen Phase die weiter unten behandelte Schwarmgeschwindigkeit die Relativge-
schwindigkeit zwischen Partikeln und Fluid ausreichend genau beschreibt. Die Sinkge-
schwindigkeit einer Einzelpartikel im unendlich ausgedehnten Umgebungsmedium wird aus 
dem Kräftegleichgewicht berechnet, das im Allgemeinen aus der Gewichtskraft Fg, der stati-
schen Auftriebskraft FA  und der Widerstandskraft Fw besteht (vgl. z.B. [49, S. 12], [51, S. 
600]): 
 
wAg FFF =−    .      (2.17) 
 
Mit den Kräften  
 
gVF ppg ρ=    ,      (2.18a) 
 
















AcgρρV =−   ,    (2.19) 
 
wobei das Partikelvolumen durch VP = πdv3/6 und die Anströmfläche durch Ap = πda2/4 gege-
ben sind. Wird da = dvψ-1/2 in Gl. (2.19) eingesetzt, erhält man die in Tabelle 2-3 aufgelistete, 
formfaktorabhängige Sinkgeschwindigkeit Gl. (2.21). Die Relativgeschwindigkeit zwischen 
Fluid- und Partikelgeschwindigkeit vrel ergibt sich aus vrel = u - vs.  
Für sich bei sehr kleinen Reynoldszahlen (Rep < 1) bewegende Kugeln gilt cw ∼ 1/Rep. Bei 
zunehmenden Reynoldszahlen wird die cw -Kurve immer flacher und erreicht dann einen kon-
stanten Wert, um bei Rep = 2.105 nochmals abzusinken (vgl. Abb. 2-1). Mit den Beziehungen 
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für cw(Rep) und die Reynoldszahl lässt sich die Gl. (2.21) in Tabelle 2-3 (s. [58], [59]) für den 
Stokes-, Übergangs- und Newtonbereich nach der Geschwindigkeit vs bzw. nach dem Durch-
messer dp auflösen. 
Im Bereich der vollturbulenten Umströmung, 1⋅103 < Rep < 2⋅105, ist der Widerstandsbeiwert 
annähernd konstant cw(Rep) = 0,44. Mit dem konstanten Beiwert wird Gl. (2.22) in Tabelle 2-
3 die Sinkgeschwindigkeit im Newtonbereich berechnet. Im Bereich der viskosen Umströ-
mung, 0,25 < Rep < 2⋅103, ist ein theoretisch abgeleiteter Widerstandsbeiwert nicht bekannt. 
Für die Berechnung des stationären Widerstandsbeiwerts verwendet man empirische Nähe-
rungsgleichungen für cw(Rep) oder ein Ω-Ar-Diagramm [49], [52]. 
 
Tabelle 2-3: Näherungsgleichungen für den Widerstandsbeiwert cw(Rep) von Kugeln (ψ = 1) 
und resultierende Sinkgeschwindigkeiten unter Berücksichtigung des Formfaktors 
 
Gültigkeitsbereich Parameter für Gl. (2.25) Literatur vs 
der Gl. für cw-Wert  c1 c2 c3 c4   







g∆             [53]     (2.20)
         Rep < 1000 24 3 0,28 0 [54]  










ρ ⋅∆             (2.21) 
 24 3,6 0,313 0 [56] (iterative Lösung notwendig) 
0,1 < Rep < 4000 21 6 1/2 0,28 [49,   
         Rep < 2.105 24 4 1/2 0,4 S. 10]  
 24 5,66 1/2 0,33   




































3=Ar  .     (2.24) 
 
Der dimensionslose Widerstandsbeiwert cw(Rep) ist abhängig von der Reynoldszahl. In der 







w ++=  ,      (2.25) 
 








        (2.26) 














(I)   0,1 < Rep < 1000
(II)  Rep < 2.105
(III) Messdaten
 
Abbildung 2-1: Widerstandsbeiwerte von Kugeln in Abhängigkeit von der Reynoldszahl  
I: Gl. aus [55] (s. Tabelle 2-3), II: Gl. aus [49] (s. Tabelle 2-3), III: Messdaten [50] 
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24)(Re =  .       (2.27) 
 
In Abb. 2-1 sind einige cw-Werte in Abhängigkeit von der Reynoldszahl berechnet und bei 
[50, S.226] tabellierte Messwerte dargestellt. Die Sinkgeschwindigkeit einer Kugel im Sto-
kesbereich wird mit Gl. (2.20) berechnet.  
 
Die stationäre Sinkgeschwindigkeit eines kleinen Teilchens in einem Gas ist abhängig von der 
dynamischen Viskosität, aber wegen ρf << ρp nur wenig von der Dichte des Gases. Bei Teil-
chen mit einem Durchmesser unter ca. 0,5 µm übt die Brown’sche Bewegung einen merkli-
chen Einfluss aus. 
Raymond [60] untersuchte den Widerstandsbeiwert von Blasen. Bei einer kleinen Reynolds-
zahl (Rep < 2) stimmt der Widerstandsbeiwert mit cw(Rep) = 16/Rep und bei 2 < Rep < 50 mit 
cw(Rep) = 14,9/Rep0,78 gut überein. Der Widerstandsbeiwert ist nach Xie [61] jedoch auch vom 
Partikelvolumenanteil ϕp abhängig. 
 
Die Einstellzeit für stationäre Verhältnisse ist besonders bei kleinen Partikeln gering (s. [51, 
S. 601], [62, S. 23]). Bewegen sich Partikeln im Turbulenzfeld, wird die Sinkgeschwindigkeit 
der Partikeln durch instationäre Umströmung, Impulsaustausch und Richtungsänderung ver-
ringert ([56], [64], [63, S. 25]). In der Literatur ([38, S. 31], [62, S.70]) wird ausgeführt, dass 
sich die kritische Reynoldszahl von Kugeln in bewegten Medien wesentlich reduziert. Durch 
den Einfluss der Form [47], der inneren Zirkulation [65], Verformungen der Partikel [66], 
hoher Machzahlen, des verdünnten Gases [62, S. 75] oder turbulenter Wirbel [67] wird die 
Sinkgeschwindigkeit des Einzelteilchens beeinflusst.  
Wenn sich zwei gleichgroße Partikeln in der Strömung bei kleiner Reynoldszahl relativ dicht 
hintereinander bewegen, wird der Strömungswiderstand der beiden Partikeln herabgesetzt. Im 
Bereich höherer Reynoldszahlen ist der Widerstand der hinteren Partikel kleiner als der der 
vorderen. Damit können die hinteren die vorderen Partikeln einholen [68, S. 40]. 
Flache Partikeln sinken nicht auf geradlinigen Bahnen nach unten. Bei aufsteigenden Blasen 
treten Entmischungen im wandnahen Bereich auf [69], die Wandnähe beeinflusst auch die 
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Sinkgeschwindigkeit [70, S. 79 ff]. Bei Partikeln, die sich in der Nähe einer Wand bewegen, 
kommt es zum Wandstoß. Durch den Stoß entsteht ein Impulsverlust. Bei rauen Wänden kön-
nen Partikeln einen geänderten Auftreffwinkel auf die Wand haben [64], [71-73], [70, S. 40 
ff, S. 62 ff.]. Wandstoßmodelle haben z.B. [74], [62, S.113] entwickelt. Wegen des Wandsto-
ßes werden die Partikeln reflektiert und verlassen schnell die wandnahe Zone. Die Partikelge-
schwindigkeit in Wandnähe ist höher als die des Fluids [64, S. 101]. Nichtnewtonsches Ver-
halten des Fluids hat einen großen Einfluss auf das Partikelverhalten [70, S. 67 ff]. 
Bei der Sedimentation wird die tatsächliche Sinkgeschwindigkeit von den Wänden des Sedi-
mentationsgefäßes beeinflusst. Für die Partikeln, die sich in der Nähe einer Wand bewegen, 
haben einige Autoren eine Korrektur des Widerstandsbeiwerts vorgeschlagen. Der Strö-
mungswiderstand cw(Rep) einer Partikel hängt vom Wandabstand h, der Partikelgröße dp und 















 . (2.28) 
 

































Der Phasenanteil ist das Verhältnis der Menge der betrachteten Phase i  zur Gesamtmenge 






 ϕ  (Bezugsgrößen: Masse, Volumen, Volumenstrom, Anzahl), 
und  
1=∑ iϕ  .        (2.30) 
 
Im Allgemeinen definiert man bei einer zweiphasigen Strömung den Volumenstrom der kon-
tinuierlichen und dispersen Phase mit dem Phasenanteil 1=+ pf ϕϕ  [77]. Dabei ergibt sich 
der Volumenstrom unter Berücksichtigung des Phasenanteils zu 
 
AuV ff ϕ=&  .        (2.31) 
 
Für gegenseitig wechselwirkende Partikeln in einem Fluid muss das Schwarmverhalten be-
rücksichtigt werden [78-81]. Batchelor [82] erhielt für einen niedrigen Volumenanteil pϕ  die 
theoretisch abgeleitete Gleichung  
 
pssch vv ϕ55,61/ −=  .       (2.32) 
 
Die Sinkgeschwindigkeit vsch im Schwarm kann bei einem niedrigen Volumenanteil pϕ < 0,05 
durch günstige Anordnung der Partikeln aber auch größer als die von Einzelteilchen sein 
([80], [83], [63, S. 24]): 
 
3...2/ =ssch vv   bei ≈pϕ  0,03  .   (2.33) 
 
Sonst gilt nach [78] bei großem Volumenanteil 0,05 < pϕ  < 0,5 
 
m
pssch vv )1( ϕ−=  ,       (2.34) 
 
wobei der Exponent m eine Funktion der Reynoldszahl (ca. 4,8 für laminare und ca. 2,4 für 
turbulente Strömung) ist [58]. Nimmt der Partikelschwarm den ganzen Querschnitt ein, bildet 
sich eine Verdrängungsströmung aus. Bei 5,0≤pϕ  gilt dann für Gl. (2.34) [84, S. 62]: 
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 m = 4,65             Re < 0,2 p
 m = 4,35 Rep-0,03   0,2 < < 1 pRe
 m = 4,45 Rep-0,1      1 < < 500 pRe
 m = 2,39   500 <   .   (2.35) pRe
 






−=       für 100 < Rep < 226    [81], (2.36) 
 
βϕ −−= )1(, pwschw cc  mit β   [62]. (2.37) ]2/)Relog5,1(exp[65,07,3 2p−−−=
 




2.3 Partikeln im Strömungsfeld 
 
Partikeln strömen in verschiedenen radialen Lagen mit verschiedenen axialen Geschwindig-
keiten. Durch die Dispersion können die Partikeln auf andere Bahnen mit anderen Geschwin-
digkeiten gelangen. Im Fluid vorhandene Partikel modifizieren die Strömungsverläufe und die 
Turbulenz, außerdem wird von den Partikeln Fluid mitgerissen. Somit ändert sich bei der par-
tikelbeladenen Strömung das Geschwindigkeitsprofil der fluiden Phase gegenüber der im par-
tikelfreien System [39], [40], [42], [59], [69], [86].  
 
2.3.1 Aufenthaltsdauer von Partikeln 
 
Es wird im Folgenden davon ausgegangen, dass Vorgänge im senkrechten Rohr betrachtet 
werden, wobei die axiale Koordinate z in Richtung der Schwerkraft gerichtet ist (s. schon die 
Vereinbarung in Tabelle 2-1). Der Fall des Gleichstroms tritt bei in/entgegen der Schwerkraft 
gerichteter Strömung auf, wenn die Partikeln eine größere/kleinere Dichte als das Fluid haben 
[87].  
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Die Partikelgeschwindigkeit bei überlagerter Grundströmung ergibt sich durch Addition der 
Sink- und der Fluidgeschwindigkeit, z.B. [88] 
 
)()( ruvrv s ±=  .       (2.38) 
 
Die mittlere, die minimale und die maximale Geschwindigkeit der Partikeln in einer diffusi-
onsfreien, laminaren Rohrströmung werden mit Gl. (2.39a, b, c) berechnet [89], [90]: 
 
uvv sp ±=   ,       (2.39a) 
 
sp vv =min,   ,       (2.39b) 
 
uvv sp 2max, +=  .       (2.39c) 
 
Für die Geschwindigkeit von Partikeln gilt bei Wechselwirkungsfreiheit Gl. (2.38). Für ein 
newtonsches Medium in einem Rohr mit ausgebildetem Geschwindigkeitsprofil folgt mit Gl. 






























 ,   (2.40) 
 








Lt =  .        (2.41b) 
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Zur Charakterisierung der Aufenthaltsdauer der Partikeln können verschiedene Größen he-
rangezogen werden. So ist es möglich, entweder die Relativgeschwindigkeit, die minimale 















Lτ +=+=   ,      (2.42b) 
 
pmax tt =    .      (2.42c) 
 
 
2.3.2 Ortsabhängige Partikelverteilung 
 
Durch die Wechselwirkung zwischen Strömung und Partikeln ist die Partikelkonzentration im 
Apparat nicht homogen. Für gerührte Systeme hat Platzer [63, S. 136] Ergebnisse für das ört-
liche Feststoffkonzentrationsprofil angegeben. Bei aufsteigenden Blasen treten Entmischun-
gen im wandnahen Bereich auf [69]. Für die inhomogenen Gasanteile in einer Blasensäule 












rkkRr ϕϕ  .     (2.43) 
 
mit den Parametern 
 









+=        [41]. 2492,022 Re1032,4 gk −⋅= 004,0146,0598,033 Re10188,2 −−⋅= fgg MoFrk
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Das Konzentrationsprofil von Gasblasen in Blasensäulen wurde auch numerisch ermittelt 
(z.B. [91-95]). Der Gasanteil hat ein Maximum in der Mitte der Blasensäule und nimmt in 
radialer Richtung ab.  
Für Gas/Partikel-Systeme untersuchte man die Partikelanteile experimentell im senkrechten 
Apparat [96], [97] und führte für das Fließbett Berechnungen durch ([98], [99]): 
 







rffp ++−=−= =ϕϕϕ   [98] (2.44b) 
 
 mit 3550 1039,41097,41010)1
−−−
= ⋅+⋅+⋅=− pgrf mu &ϕ( , 
7,82187,031,11 +−= po muk &     , 
364
2 1093,61054,41067,5
−−− ⋅+⋅+⋅−= po muk &  . 
 
Die Parameter k1 und k2 wurden experimentell bestimmt [98], der Partikelvolumenanteil in 
der Mitte des Apparates wird mittels einer empirischen Gleichung berechnet. Die Partikelan-
teile in radialer Richtung sind bis zu r/R = 0,6 fast konstant und steigen dann mit dem Radius 
langsam an, so dass an der Wand der Partikelvolumenanteil ein Maximum hat (turbulente 
Rohrströmung [100]; Fließbett [98], [101]; Steigrohr [102]). 
In einer Wirbelschichtanlage hat Hartge [103] lokale Partikelvolumenanteile gemessen. In der 
Nähe von Rohrachse erfahren die Partikeln eine Aufwärtsbewegung und im Wandbereich 
eine Abwärtsbewegung [103], [104]. Die Partikelvolumenanteile nehmen von der Mitte zur 
Wand hin ab. 
 
 
2.3.3 Rückwirkung auf das Fluidgeschwindigkeitsprofil 
 
Bei der partikelbeladenen Strömung ändert sich das Geschwindigkeitsprofil der fluiden Phase. 
Aussagen für die Abweichung des laminaren Fluidgeschwindigkeitsprofils wurden z.B. von 
Loewenberg [39] veröffentlicht. Abb. 2-2 zeigt das Geschwindigkeitsprofil einer Emulsion in 
Abhängigkeit vom Partikelvolumenanteil. In Wandnähe werden die Partikeln beschleunigt, in 
Achsennähe verlangsamt. Auf der Basis der Daten von [39] (eingezeichnete Punkte) wurde 
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eine eigene Näherungsgleichung ermittelt, die ebenfalls in Tabelle 2-1 enthalten ist und in 
Abb. 2-2 als Linien mit eingezeichnet wurde. 
 




















Abbildung 2-2: Dimensionslose Geschwindigkeitsprofile der Emulsionen (Punkte: Daten von 
[39]) und die mit der Näherungsgleichung Gl. (2.6b) angepassten Kurvenverläufe (Linien) 
 
Das resultierende Geschwindigkeitsprofil wird nach Gl. (2.6a) ermittelt. In Abb. 2-3 sind die 
Geschwindigkeitsprofile für die laminare Rohrströmung in Abhängigkeit der Emulsionsantei-
le dargestellt. Man erkennt, dass die Abweichung von der ungestörten laminaren Rohrströ-
mung bei dieser Stoffkombination relativ gering ist. Mit dem steigenden Dispersphasenanteil 
(Emulsionsanteil) wird das Geschwindigkeitsprofil des Fluides flacher und verhält sich wie 
ein Ostwald-Profil (no < 1). Um den Einfluss des von der laminaren Rohrströmung abwei-
chenden Geschwindigkeitsprofils auf die Verweilzeitverteilung zu untersuchen, wird im Ab-
schnitt 3.3 die Gl. (2.6b) verwendet werden. 
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Fluid (ϕp = 0)ϕp = 0,1
0,2
0,3
Ostwald-Profil (no = 0,77)
 
Abbildung 2-3: Geschwindigkeitsprofile für eine Partikeln enthaltende, laminare Rohrströ-
mung (Emulsion) Gl. (2.6a) und Gl. (2.6b), Einbeziehung des angepassten Ostwald-Profils 
Gl. (2.3) für ϕp = 0,3 
 
In Blasensäulen sind die Geschwindigkeiten des Fluids im wandnahen Bereich infolge der 
großräumigen Zirkulationsströmung negativ [42], [92], [95], [105], [106]. Wu [40] berechnet 
das Geschwindigkeitsprofil des Fluids mit Gl. (2.7) in einer Blasensäule. Dabei wurden die 
Parameter von Wu [41] in Gl. (2.43) benutzt. 
Die Geschwindigkeitsprofile von Fluid und Partikeln im Apparat für eine Gas/Partikel-
Strömung wurden von [86], [97] experimentell untersucht. Kimm [98] berechnete die Parti-
kelgeschwindigkeit im Fließbett. Bei der Ermittlung des Geschwindigkeitsprofils addierte er 
die stationäre Sinkgeschwindigkeit der Einzelpartikel zu der Geschwindigkeit des Gases. Die 










ϕ=  ,       (2.45) 
 






Das ideale Strömungsrohr und der ideale Rührkessel sind Reaktoren mit stark idealisierten 
Geschwindigkeitsverhältnissen und somit auch idealisiertem Verweilzeitverhalten. Wenn so-
fort am Eingang eine vollständige Mischung auf molekularer Ebene erfolgt, spricht man von 
einer perfekten Mikromischung. Die Makromischung wird durch die unterschiedlichen Strö-
mungswege im Reaktor bewirkt, die auch Toträume, Kanalbildung und Kurzschluss beinhal-
ten. Dadurch weichen das Mischungsverhalten und die Verweilzeit vom idealen 
Strömungsverhalten ab. 
 
2.4.1 Definition und Statistik der Verteilungsfunktionen 
 
Die Zeit, die ein kleines Volumenelement / ein Molekül des Fluids zum Durchlaufen des 
Rohrreaktors benötigt, bezeichnet man als Verweilzeit t. Da gleichzeitig oder an einem Punkt 
aufeinanderfolgend gestartete Teilchen in realen Reaktoren unterschiedliche Wegstrecken 
vom Reaktorein- bis zum -ausgang zurücklegen, resultieren verschiedene Aufenthaltsdauern. 
Trägt man die Durchsatzanteile der den Reaktor pro Zeiteinheit ∆t verlassenden Teilchen über 
der Zeitachse auf, so erhält man die differenzielle Verweilzeitverteilungskurve f(t). f(t)dt ist 
dann der Bruchteil der den Reaktor verlassenden Teilchen, welcher eine Verweilzeit zwischen 
t und t + dt hat [9], [107]. Die Verweilzeitverteilungskurve f(t) ist die zeitliche Ableitung der 
insgesamt ausgetretenen Teilchenmenge F(t) 
 
dt
tdFtf )()( =   .       (2.46) 
 
Die Summenverteilungskurve F(t) ist der Anteil der den Reaktor verlassenden Teilchen, die 





′′= ∫ )()(  .       (2.47) 
 
Ein Beispiel für die Verweilzeitdichteverteilung f(t) und die Verweilzeitsummenkurve F(t) 
sind in der Abb. 2-4 dargestellt.  
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Abbildung 2-4: Beispiel einer Verweilzeitverteilungskurve f(t) und -summenkurve F(t)  
 
Jede Verweilzeitverteilungskurve f(t) kann durch ihre Momente der Ordnung j charakterisiert 




∫∞=  .       (2.48) 
 
Das nullte Moment, die Gesamtfläche unter der Verteilungskurve, soll bei der im folgenden 




0 == ∫∞ dttfM  .       (2.49) 
 
Bei dieser normierten differenziellen Verteilungsfunktion f(t) lassen sich aus den weiteren 
Momenten der Mittelwert t  (1. Moment) und die Varianz σ2 (2. Moment) wie folgt definie-





























σ     σ→ 2 = M2 - M12   (2.51) 
 
Das dritte zentrale Moment charakterisiert die Abweichung von der Symmetrie. Dies be-




































−+= . (2.52) 
 
Die Schiefe S ist null bei einer symmetrischen Verteilung. Für S < 0 handelt es sich um eine 
linksschiefe und für S > 0 um eine rechtsschiefe Verteilung.  
Um eine Verweilzeitverteilung darzustellen, benutzt man häufig eine mit der mittleren Ver-
weilzeit dimensionslos gemachte Zeit  
 
t
t=θ   .        (2.53) 
 
Damit können die Verteilungsfunktionen f(t) und F(t) in f(θ) und F(θ) übergehen ([111], [11, 




dttff == θθ  .      (2.54) 
 
)()( tFF =θ    .      (2.55) 
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2.4.2 Markierungssubstanzen, Markierungsmethoden und Antwortverhalten 
 
Zur Messung der Verweilzeit mischt man in einer definierten Weise einem stationär durch 
den Reaktor strömenden Fluid am Reaktoreingang eine inerte Markierungssubstanz (einen 
Tracer) zu. Beispiele für eingesetzte Tracer sind in Tabelle 2-4 dargestellt. Dann misst man 
deren Wiederauftreten am Reaktorausgang. Die Markierungsstoffe (Tracer) sollen die folgen-
den Bedingungen erfüllen: 
- keine chemische oder physikalische Substanzveränderungen, 
- keine Adsorption an Reaktorteilen, 
- gute Detektierbarkeit bei geringer Konzentration, 
- keine Beeinflussung der Hydrodynamik, 
- vollständige Mischbarkeit in der betrachteten Phase. 
 
Tabelle 2-4: Beispiele für Markierungsstoffe [13], [15], [112] 
 
Markierungsstoff Nachweismethode 
Elektrolyte (z.B. NaCl) Leitfähigkeit 
Säuren, Basen (z.B. NaOH) pH-Wert 
Farbstoffe (z.B. KMnO4) UV-Vis-Spektroskopie 
Radionuklide (z.B. Ba140) Radiometrie 
Helium, Wasserstoff Wärmeleitfähigkeit 
 
Nach der Tracerzugabe unterteilt man das Verfahren allgemein in Sprung-, Impuls-, periodi-
sche und stochastische Markierung. Über die Sprung- und Impulsmethode wurde in [28], 










Mischt man dem Volumenstrom ab dem Zeitpunkt t = 0 kontinuierlich einen Tracer mit c = co 
zu, und ermittelt man das Ausgangssignal durch Messen der Gehaltsgröße in Abhängigkeit 
von der Zeit, so wird in endlicher Zeit ein Maximalwert erreicht. Bezieht man das Ausgangs-
signal c(t) auf den Eingangswert co, wird die Verweilzeitsummenkurve F(t) bestimmt. Hierbei 
soll die Tracerzugabe den Volumenstrom nicht beeinflussen. 
 
oc
tctF )()( =  .        (2.56) 
 
Abb. 2-5 zeigt für eine Sprungmarkierung das Konzentrationsverhalten am Reaktoreingang 
und eine mögliche Antwortkurve am Ausgang. Im Fall eines idealen Rohrreaktors haben alle 
Tracermoleküle die gleiche Verweilzeit, und die Verweilzeitsumme lautet dann 
 
0)( =tF  bei t < t  und 1)( =tF  bei t ≥ t .  (2.57) 
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Abbildung 2-5: Start- und mögliches Antwortsignal bei der Sprungaufgabe 
 
Im Fall eines idealen Rührkessels verlassen einige Moleküle sofort nach der Tracerzugabe 




Bei der Impulsmarkierung wird eine bestimmte Tracermenge mit der Konzentration c  inner-
halb eines sehr kurzen Zeitraums ∆  in den Zulaufstrom injiziert. Im Grenzfall nähert man 





δ(t) →  für t = 0 und δ(t) → 0 für t ≠ 0 . (2.58) ∞
 
Der Beitrag der Markierungssubstanz am Ausgang zur Zeit t wird durch die Verweilzeit-
verteilungsfunktion f(t) beschrieben [11, S. 263]. Die am Reaktorausgang gemessenen 
Konzentrationen stehen in direktem Zusammenhang mit der Verweilzeitverteilungskurve. 
Wird die Fläche unter der Konzentrationskurve als Bezugsgröße verwendet, erhält man die 








tctf  .       (2.59) 
 
Der Konzentrationsverlauf mit Andeutung der endlichen Zugabezeit ∆  am Eingang des 
Reaktors ist in Abb. 2-6 dargestellt.  
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Abbildung 2-6: Start- und mögliches Antwortsignal bei der Impulsaufgabe 
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2.4.3 Verweilzeitverhalten einphasiger, idealer Reaktoren 
 
Das Verweilzeitverhalten einer Vielzahl von Reaktoren lässt sich auf eine Kombination idea-
ler Reaktoren zurückführen [11], [21], [25]. Prinzipiell kann dadurch oft eine relativ gute 
Nachbildung erreicht werden, da Elemente ohne (ideales Strömungsrohr) bzw. mit vollständi-
ger Vermischung (idealer Rührkessel) ggf. unter Nutzung verschiedener Verschaltungsvarian-
ten miteinander fast beliebig kombiniert werden können.  
 
Ideales Strömungsrohr 
Betrachtet wird ein Rohr. Voraussetzung für ein ideales Strömungsrohr ist, dass die Strö-
mungsgeschwindigkeit in radialer Richtung r konstant ist, eine vollständige Durchmischung 
in Querrichtung (radial) und keine Vermischung in Strömungsrichtung z (axial) auftritt. 
Daraus resultiert eine Pfropfenströmung. 
Da alle Teilchen gleich lange im Reaktor verweilen, entspricht die Ausgangsfunktion der um 
die Zeit t  verzögerten Eingangsfunktion. Bei Stoßmarkierung resultiert [9], [21] 
 
)()( tttf −= δ  .       (2.60) 
 
Die Sprungfunktion ergibt sich entsprechend Gl. (2.57). Die Verweilzeitsummenkurve für das 
ideale Strömungsrohr ist in Abb. 2-7 mit eingezeichnet. 
 
Ideales, laminar durchströmtes Rohr 
Eine ideale laminare Rohrströmung betrachtet man als segregierte Strömung. In der Strömung 
wird die molekulare Diffusion vernachlässigt, dadurch mischen sich die Elemente des Fluides 
nicht und strömen auf getrennten, eigenen Wegen durch das Rohr. 
Zur Ermittlung der Strömungsverteilung in einem Strömungsrohr wird hier vereinfachend 
eine hydrodynamisch ausgebildete Rohrströmung betrachtet. Bei der ausgebildeten Rohrströ-
mung ändert sich die Geschwindigkeitskomponente u(r) in der Strömungsrichtung z nicht 
mehr: (∂u/∂z = 0).  
Auf Grund des parabolischen Geschwindigkeitsprofils wird die Geschwindigkeit in Wandnä-
he kleiner als in der Nähe der Rohrachse. Die radiale Verteilung der Verweilzeiten ergibt sich 


















Lrt   ,      (2.61) 
 









−=  .        (2.62) 
 
Da das Geschwindigkeitsprofil für die laminare Rohrströmung bekannt ist, kann man die 
Verweilzeitverteilungsfunktionen f(t) und F(t) wie folgt berechnen: Bezieht man den Teil-
durchsatz, der in einem Querschnitt zwischen r und r+dr aus dem Rohr austritt, auf den 

















ππ  .    (2.63) 
 















 −= ∫ RrRrRrdRrRrrF
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r
 .   (2.64) 
 







ttF −=  .       (2.65) 
 
Durch Differenzieren der integralen Verweilzeitverteilung F(t) erhält man die differenzielle 









tdFtf ==  ,       (2.66) 
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wobei die minimale Verweilzeit, die wegen der maximalen Geschwindigkeit auf der Rohrach-
se vorliegt, 
 
2/2// maxmin tuLuLt ===        (2.67) 
 
ist [29]. In der Abb. 2-7 wurde die Verweilzeitverteilung für das laminar durchströmte Rohr 
dargestellt.  















Abbildung 2-7: Verweilzeitsummenkurven für idealisierte Apparate (I: ideales Strömungs-
rohr, II: laminar durchströmtes, dispersionsfreies Rohr, III: kontinuierlich betriebener, idealer 
Rührkessel) 
 
Ideales, turbulent durchströmtes Rohr 
Bei einer turbulenter Rohrströmung lässt sich das zeitlich gemittelte Geschwindigkeitsprofil 
nach Gl. (2.5) beschreiben. Nach [37], [38] kann der Exponent nt in Abhängigkeit von der 
Reynoldszahl Re mit der in Tabelle 2-1 aufgeführten Gleichung berechnet werden. Dieses 
Geschwindigkeitsprofil ist wesentlich flacher als das laminare und wird erst durch einen star-
ken Dispersionseffekt ermöglicht. Das Verhältnis von mittlerer Geschwindigkeit zu maxima-












u  .      (2.68) 
 
Bosworth [7] hat die Verweilzeitverteilungsfunktion der turbulenten Rohrströmung aus dem 
Potenzgesetz hergeleitet. Die resultierenden Verweilzeitverteilungen sind ebenfalls in Tabelle 
2-5 angegeben. Die minimale Verweilzeit wird analog zu Gl. (2.67) mit der Gl. (2.68) be-
rechnet. 
Nassauer [24] hat eine vereinfachte Verweilzeitverteilung für die turbulente Rohrströmung 































)(  .      (2.70) 
 
Idealer, laminar durchströmter Kanal und Filmströmung 
Die Geschwindigkeit für die laminare Kanalströmung Gl. (2.4) ergibt mit Beachtung von 
 
uHBuAV 2==&         (2.71) 
und 
dyyBudAuVd )(2==&        (2.72) 
 
die Verteilungssummenkurve F(t). Hierbei wurde die Verweilzeit mit der mittleren Verweil-












 +=   3/2≥θ  .   (2.73) 
 












 −=   3/2≥θ  .   (2.74) 
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Die Gln. (2.73) und (2.74) entsprechen denen, die schon von Asbjörnsen [12] für die 
Rieselfilmströmung ermittelt wurden. 
 
Idealer Rührkessel 
Als idealen Rührkessel bezeichnet man einen kontinuierlich betriebenen, ideal durchmischten 
Apparat, in dem überall dieselbe Konzentration c herrscht und dessen Konzentration gleich 
der Konzentration im Abfluss ist (perfekte Makrovermischung). Arbeitet man mit der Im-
pulsmethode, bewirkt die einmalige Zugabe einen Konzentrationssprung auf einen Maximal-
wert, und dann sinkt das Maximum durch die einsetzende Verdünnung wieder auf den Ur-






o −=  .       (2.75) 
 
Die mittlere Verweilzeit ergibt sich dabei zu 
 
VVt R &/=   .       (2.76) 
 
Durch Integration der Gl. (2.75) folgt [9] 
 
ttetF /1)( −−=  .       (2.77) 
 
Die Verweilzeitsummenkurve für den idealen Rührkessel zeigt Abb. 2-7. Aus der Summen-









2.4.4 Verweilzeitverhalten einphasiger, realer Reaktoren 
 
Seit längeren werden verschiedene Modelle zur Beschreibung des Verweilzeitverhaltens he-
rangezogen. Drei Modelle zur Beschreibung des realen Verweilzeitverhaltens stehen dabei im 
Vordergrund: 
- axiales Dispersionsmodell [9], 
- mehrstufiges Rührkesselkaskadenmodell und 
- Konvektions-Diffusions-Modell [1]. 
 
2.4.4.1 Axiales Dispersionsmodell  
 
Reale Strömungsrohre weisen eine Verweilzeitverteilung auf, die durch diffusive Vermi-
schung, durch in der Regel turbulente Verwirbelungen und durch das vorhandene Strömungs-
profil entstehen. In Festbetten und porösen Substanzen kommen noch dispersive Effekte 
durch eine stochastische Wegwahl hinzu. Die durch die genannten Effekte hervorgerufene, 
axiale Vermischung wird durch einen axialen Dispersionskoeffizienten Dz charakterisiert, der 
bei dem Dispersionsmodell der einzige freie Parameter ist und aus experimentellen Werten 
zurückgerechnet werden kann. Bei der mathematischen Behandlung des Dispersionsmodells 
geht man davon aus, dass die Strömungsgeschwindigkeit im Rohrquerschnitt und der axiale 
Dispersionskoeffizient im ganzen Rohr konstant sind. 
 
Aus der Bilanz des Tracers unter Berücksichtigung der Konvektion und Dispersion über die 
Kontrollraumgrenze ergibt sich als Modellgleichung für das allgemeine Dispersionsmodell 













∂   .      (2.78) 
 
Gl. (2.78) kann mit Hilfe von  
 
C = c/co,  Z = z/L  und   θ = tu/L    (2.79) 
 












θ  .      (2.80) 
 




LuPe =    .      (2.81) 
 
Die Lösung der Gl. (2.82) mit der Anfangsbedingung  
 
θ  = 0:    für 00=C 1≤≤ Z      (2.82) 
 
und den Randbedingungen nach [9], [113, S. 302] 
 
θ > 0:  = 0  für C Z = 1 
C = 1  für Z = -1     (2.83) 
 
folgt bei einer Pfropfenströmung die integrale Verweilzeitverteilung und nach Ableitung die 
differenzielle Verweilzeitverteilung. Die Verweilzeitverteilungsfunktionen sind in Tabelle 2-5 
zu finden. Die Verweilzeitverteilung ergibt symmetrische Kurven (vgl. Abb. 2-8) und eignet 
sich damit für relativ kleine Dispersionskoeffizienten [9].  
Geht PeL → ∞ (keine Vermischung), nähert sich die Verteilungskurve der des idealen Strö-
mungsrohrs an. Bei PeL = 0 ist der axiale Dispersionskoeffizient Dz unendlich groß (vollstän-
dige Vermischung).  
 
2.4.4.3 Rührkesselkaskadenmodell  
 
Zur Beschreibung einer Rührkesselkaskaden betracht man K gleichgroße ideale Rührkessel in 
Reihenschaltung. Das Eingangssignal des i-ten Kessels entspricht dem Ausgangssignal des (i-






dc −= −   .      (2.84) 
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Abbildung 2-8: Verweilzeitspektrum des Dispersionsmodells 
 
 
Hier sind c  und  die Ausgangssignale des Tracers aus dem i-ten und (i-1)-ten Kessel. i 1 −ic it  
ist die mittlere Verweilzeit im i-ten Kessel. Die mittlere Verweilzeit t  in der gesamten Kas-
kade beschreibt man bei gleich großen Kesseln wie folgt 
 
itKt =    .      (2.85) 
 
Gl. (2.84) kann man dann mit der auf die gesamte Kesselzahl bezogenen mittleren Größe t  








  .      (2.86) 
 
Die lineare Differenzialgleichung erster Ordnung QPy
dx
=+dy  kann mit dem Ansatz 
[ ]∫ ∫∫ +−= cdxPdxQPdxy )exp()exp(  gelöst werden. Nach [113, S. 296] ergibt sich das all-
gemeine Integral 
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∫ −−= t tKtitKti dtectKec 0
/
1
/  .      (2.87) 
 
Für den ersten Kessel (i = 1) lässt sich die Gl. (2.87) berechnen 
 
)1( /01
tKtecc −−=   .      (2.88) 
 
Bei der Berechnung für den 2. Kessel wird die schon ermittelte Konzentration c1 der Gl. 
(2.88) in Gl. (2.87) eingesetzt. So kann man dann auch für die weiteren Kessel verfahren. Die 
integrale und differenzielle Verweilzeitverteilungsfunktion findet man ebenfalls in Tabelle 2-
5. 
Die integrale Verteilungsfunktion F(t) hat den Wert 0 bei t = 0 und 1 für t . Mit zuneh-
mender Kesselzahl der Kaskade wird die differenzielle Verteilungskurve schmaler und das 
Maximum der Verteilung nähert sich 
∞→
tt /=θ = 1 (vgl. Abb. 2-9).  
 






















2.4.4.3 Konvektions-Diffusions-Modell  
 
Das axiale Dispersionsmodell von [9] geht von der Pfropfenströmung statt vom realen Ge-
schwindigkeitsprofil aus, ersetzt jedoch den Diffusionskoeffizienten durch einen um Zehner-
potenzen größeren Dispersionskoeffizienten [1]. Im Gegensatz dazu steht das Konvektions-
Diffusions-Modell. Auch für dieses Modell kann für ein zuvor tracerfreies System bei Ver-














∂        (2.89) 
 
eine analytische Lösung gefunden werden [1]. Dieser Fall verschwindender radialer Diffusion 
hat zwar keine große praktische Bedeutung, er kann jedoch gut zur Programmtestung genutzt 












































































































    .       (2.91) 
 
Bei PeL → ∞ geht diese Verweilzeitverteilung in die des laminar durchströmten Rohrs über. 
Mit steigendem Diffusionskoeffizienten nimmt das Maximum der Verteilung ab und die Ver-




Die Tabelle 2-5 enthält eine Übersicht über Verweilzeitverteilungen und deren Charakteristi-
ka. Experimentell bestimmte effektive axiale Dispersionskoeffizienten Dz sind z.B. in [28], 
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[93], [114-117] zu finden. Dieser effektive Diffusionskoeffizient steht neben dem molekula-
ren Diffusionskoeffizienten Dm für die laminare und 
 
)(OrtDDD tmeff +=         (2.92) 
 
für die turbulente Strömung. Benutzt man den Rohrdurchmesser DR als charakteristische 






uDPe =          (2.93) 
 






=   .  (2.94) 
 
Die Pecletzahl Pem bezieht sich auf die molekularen Stoffwerte. Für die laminare Rohrströ-













L 03,0>>    (2.95) 
 
wobei Pem = Re Sc ist [28]. Die Werte für die Schmidtzahl Sc liegen im Bereich von 250 bis 
2500 für Flüssigkeiten und 0,25 bis 2,5 für Gase. In der Literatur [28] sind viele Datensätze 
für die laminaren und turbulenten Diffusions- sowie Dispersionskoeffizienten enthalten. Die 









 2300 < Re < 1.106    (2.96) 
 





  5.104 < Re < 1.106 .   (2.97) 
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Für die dimensionslose Varianz der Verweilzeit des Dispersionsmodells ergibt sich ([11, S. 
118/9]) 
LPe
22 =θσ  (gilt nur für große PeL) ,    (2.98) 
 
für die des Rührkesselkaskadenmodells 
 
K
12 =θσ      .    (2.99) 
 
Für große Kesselzahlen sind beide Werte ineinander umrechenbar [22]: 
 
1)1(4 2 −−= KPeL   für  .    (2.100) 8≥LPe
 
Bei K > 25 vereinfacht sich Gl. (2.100) zu [118]  
 
KPe SL 2, =    .      (2.101) 
 





KPe ML   .      (2.102) 
 
2.4.6 Auswertung der Verweilzeitverteilung: Fehlerbetrachtung 
 
Die relative Abweichung zwischen einer Messkurve und einer berechneten Kurve kann man 
ermitteln [24]. Durch die Fehlerberechnung lässt sich die Anpassungsgüte verschiedener Mo-
delle vergleichen.  
Um den relativen Fehler Prel zwischen gemessenen FMi und den nach dem Modell berechneten 
Verweilzeitverteilungskurven FEi zu bestimmen, wird zunächst der arithmetische Mittelwert 









1   .      (2.103) 
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 .      (2.104) 
 
Um die systematische Berechnungsfehler klein zu halten, soll der relative Fehler in gleichen 




Tabelle 2-5: Zusammenstellung von Verweilzeitverteilungen und ihrer Charakteristika 
→ weiter 
Fall θmin F(θ)   für θ > θmin  f(θ) = t ⋅f(t)   für θ > θmin  1 
ideale Ver-
mischung 0 

































































































































































































Fortsetzung der Tabelle 2-5: (Zusammenstellung von Verweilzeitverteilungen und ihrer 
Charakteristika)  
1 t/tθ MXMX =  )f(tt)f(θ MXMX ⋅=  222θ t/σσ =  S Lit. 
2 0 1 1 2  
3  
K
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3 Modellierung der Verweilzeitverteilungen von Partikeln 
 
3.1 Halbempirische Modellgleichungen  
 
Die Verhältnisse bei realen Ein- und Zweiphasenströmungen können infolge der Wechselwir-
kung zwischen den Phasen und wegen disperser Effekte stark von den soeben für die theoreti-
schen Grenzfälle zusammengestellten analytischen Gleichungen abweichen. Es wurde des-
halb nach Gleichungen gesucht, die die häufig vorkommenden leicht schiefen Verweilzeitver-
teilungen realer Systeme gut nachbilden. Dabei wurden zunächst die in Tabelle 2-5 aufgeführ-
ten Gleichungen analysiert. Das Dispersionsmodell und das Modell der Rührkesselkaskade 
sind für einige reale Systeme relativ gut geeignet, oft reicht jedoch die erzielte Anpassungsgü-
te nicht aus. Deshalb werden hier empirische Gleichungen für die Verweilzeitverteilung vor-
gestellt, deren Parameter bestimmt und ihre Brauchbarkeit getestet.  
 
3.1.1 Modellstruktur der halbempirischen Gleichungen 
 
Bei einer einphasigen Fluidströmung ist die Verweilzeit in den wandnahen Bereichen sehr 
groß. Im Gegensatz dazu kann die disperse Phase z.B. an einer senkrechten Wand durch die 
vorhandene Sink-/Aufstiegsgeschwindigkeit den Bereich relativ schnell verlassen, was zu 
einer merklichen Verringerung des Nachlaufbereichs führt. Deshalb sollen bei der Entwick-
lung empirischer Modelle für die Verweilzeitverteilung eine maximale tmax und eine minimale 







tk −=   .      (3.1) 
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statt der mittleren Verweilzeit bessere Ergebnisse liefert. Um die Verweilzeitverteilungsfunk-
tion möglichst flexibel zu gestalten, wurden zunächst noch zwei Parameter, die Exponenten 
N  und M  eingefügt. (vgl. Modelle in Tabelle 3-1). Das einfachste Modell A ist vorrangig für 
einphasige Systeme geeignet, Modell B und Modell C sind für ein- und mehrphasige Systeme 
anwendbar. 
 
Tabelle 3-1: Halbempirische Beziehungen für die Verweilzeitverteilungsfunktionen 
 
Modell tmax kt  ) maxmin tt(tF ,   t ≤≤  ) maxmin ttt(tf ,   ≤≤  












































































































































Die vorgestellten halbempirischen Modelle A und B können wie auch andere, in der Literatur 
enthaltene Beziehungen nicht den gesamten Bereich bekannter Verweilzeitverteilungen erfas-
sen. Im Gegensatz zum Dispersionsmodell handelt es sich um schiefe Verteilungen. Ihre Stär-
ken entwickeln sie bei leicht schiefen Verteilungen. Sie erfassen den Gesamtverlauf in einem 
größeren Bereich genauer, als das durch bisherige Modelle möglich ist (s. Abschnitt 3.1.3, 
Test). Gleichzeitig sind sie einfach zu handhaben.  
 
Parameter des Modells B sind die minimale tmin und die maximale Verweilzeit tmax sowie der 
Exponent N. Ein zusätzlicher, in der Gleichung enthaltener Exponent eröffnet weitere Anpas-
sungsmöglichkeiten. Er wurde nach einigen Testrechnungen in dieser Arbeit zunächst auf den 
Wert M = 8 für F(t) und f(t) festgelegt. Formal geht Modell B für sehr große tmax in Modell A 
über. Das Modell A stellt durch die kompaktere mathematische Form und die noch weiter 
verringerte Parameterzahl eine weitere Vereinfachung dar, deren Anwendungsgrenzen weiter 
unten diskutiert werden. Zur Einordnung der Modelle wurde ein Vergleich der damit bere-
chenbaren Verweilzeitverteilungen durchgeführt. Es wurde dabei entweder von einem glei-
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chen Maximum oder einer konstanten Varianz ausgegangen und die Zusammenhänge von 
Gln. (2.101) und (2.102) beachtet. Tabelle 3-2 enthält die verwendeten Zahlenwerte und Abb. 
3-1a, b zeigen die sich ergebenden Verläufe. 
 
Tabelle 3-2: Vergleich von Modellen bei gleichem Maximum bzw. gleicher Varianz 
 
Modell Parameter 2θσ  f(θMX) θmin θmax S Kurve in Abb. 3-1 
gleiches Maximum f(θMX) 
Disp. PeL=120 0,0167 3,089 - ∞ ∞ 0 PeL=120 
RKK K = 59 0,0169 3,089 0 ∞ 0,260  
A N = 7 0,041 3,089 0,667 ∞ 2,55 N = 7 
B N = 3,839 0,0227 3,089 0,666 1,96 1,018 a 
B N = 2,903 0,0178 3,089 0,658 1,545 0,610 b 
B N = 2,411 0,0155 3,089 0,646 1,4 0,362 c 
gleiches Maximum f(θMX) 
Disp. PeL=480 0,00418 6,18 - ∞ ∞ 0 PeL=480 
RKK K = 239 0,00417 6,18 0 ∞ 0,129  
A N = 15 0,0076 6,18 0,831 ∞ 1,728 N = 15 
B N = 4,587 0,0047 6,18 0,822 1,384 0,718 d 
B N = 3,39 0,0041 6,18 0,814 1,25 0,429 e 
gleiche Varianz  2θσ
Disp. PeL = 100 0,02 2,821 - ∞ ∞ 0  
RKK K = 50 0,02 2,85 0 ∞ 0,283  
A N = 9,606 0,02 4,086 0,747 ∞ 2,078  
B N = 4,5 0,02 3,398 0,696 2,115 1,143 a 
B N = 2,618 0,02 2,845 0,629 1,523 0,533 b 
B N = 2,014 0,02 2,615 0,583 1,389 0,228 c 
 
 
Bei kleiner PeL und damit kleinem N unterscheiden sich die Verweilzeitverteilungen stärker. 
Bei gleichem Maximum liefert das Modell A die größte Varianz sowie bei gleicher Varianz 
die größte Schiefe und das größte Maximum. Das Dispersionsmodell und das Rührkesselmo-
dell unterscheiden sich bei PeL = 100, K = 50 nur wenig. Die Abb. 3-1a, b zeigen, dass sich 
mit dem Modell B durch den zusätzlichen Parameter unterschiedliche Verweilzeitverteilungen 
ermitteln lassen. Bei kleinen Kesselzahlen liefert das Rührkesselmodell eine deutliche Ab-
weichung von der symmetrischen Gaußverteilung (s. z. B. [11, S. 292]). Dann schneidet auch 
das Modell A schlechter als das Modell B ab. Das Modell B ist im Allgemeinen schiefer als 
das Rührkesselmodell und zeigt für immer kleiner werdende Kesselzahlen immer größere 
Abweichungen. Die Kurvenverläufe für das Modell C sind in Abb. 3-5 enthalten. 
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a) gleiches Maximum 
 



















b) gleiche Varianz 
Abbildung 3-1: Vergleich der Modelle bei gleichem Maximum (a) und gleicher Varianz (b), 
Bezeichnung der Kurven s. Tabelle 3-2 
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3.1.2 Parameterbestimmung  
 
Zur Berechnung der Verweilzeitverteilung mit dem Rührkesselmodell oder dem Dispersi-
onsmodell wird der Modellparameter solange variiert, bis eine gute Übereinstimmung zwi-
schen gemessener und berechneter Verweilzeitverteilungsfunktion insgesamt erreicht ist. An-
dererseits kann der Parameter auch aus charakteristischen Werten der Verteilung bestimmt 
werden (Dispersionsmodell [11, S. 274], Rührkesselkaskade [11, S. 292]). Die gleiche Heran-
gehensweise ist bei den halbempirischen Modellen möglich. Beim Vorliegen von Experimen-
ten sind für die Parameter tmin und tmax schon durch Ablesen gute Näherungen erhältlich, so 
dass sich die Parameter N bzw. M leicht anpassen lassen. 
 
Modell A  
Unter Nutzung der Gln. (2.50) bis (2.52) können der Mittelwert τ , die Varianz σ2 und die 













t!NM    mit  N > j .    (3.2) 
 
Da bei den zu wählenden Parametern gesichert sein muss, dass die mittlere Verweilzeit ein-













=θ   N > 1  .    (3.3) 
 
Somit ist bei gegebenem tmin der Parameter N rückrechenbar. Eine weitere Möglichkeit ergibt 
sich bei Nutzung des Wertes f(tMX)⋅tMX  aus den Gl. (3.4) und (3.5). Da bei beiden Gleichun-































MX θθ  .    (3.5) 
 


















Abbildung 3-2: Parameter N und Maximum f(θMX) für Modell A in Abhängigkeit von θmin  
 
Modell B 
Das Modell B benötigt zur Ermittlung einer Verweilzeitverteilung die minimale tmin und die 
maximale Verweilzeit tmax der vermessenen Kurve. Testrechnungen haben ergeben, dass bei 
nicht genauer Ablesbarkeit für tmax eher ein etwas größerer und für tmin ein etwas kleinerer 
Wert verwendet werden sollte. Mit diesen beiden Werten kann unter Nutzung von Abb. 3-3 
der Parameter N bestimmt werden und danach eine Feinabstimmung erfolgen. 
Der Parameter  wird solange variiert, bis die numerisch berechnete mittlere Verweilzeit N τ  
(das 1. Moment der Verteilung) gleich der experimentellen expτ  ist bzw. bis die berechnete 
mit der experimentellen Verweilzeitverteilung gut übereinstimmt.  
Während in Abb. 3-2 die Zusammenhänge zwischen dem Modellparameter und dem Maxi-
malwert der differenziellen Verweilzeitverteilung für das Modell A angegeben wurden, zeigt 
Abb. 3-4 die analoge Darstellung für das Modell B, die zur Bestimmung eines guten Start-
werts für den freien Parameter herangezogen werden kann. Eine direkt nach dem Parameter N 
auflösbare Gleichung ist wegen der komplexen Verknüpfung nicht angebbar. Zum Vergleich 
ist auch der Kurvenverlauf von Modell A als gestrichelte Linie mit eingezeichnet. 
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Abbildung 3-3: Parameter N des Modells B in Abhängigkeit von θmin und θmax 
 
Abb. 3-4 zeigt, dass die für ∞→maxθ  (Modell A) ermittelte Kurve beim Modell B eine obere 
Grenze für 5,0min <θ  und eine untere Grenze für 7,0min >θ  darstellt.  






















Abbildung 3-4: Wert des Maximums f(θMX) des Modells B in Abhängigkeit von minθ  und 
maxθ  
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Durch das dichte Beieinanderliegen der Kurven bei hohem minθ  ist das aber nur schwer aus 
Abb. 3-4 zu ersehen. Die Kurvenverläufe für die angegebenen maxθ  sind nur bis zu jenen θ -
Werten eingezeichnet worden, die bei den angegebenen maxθ  sinnvoll sind. 
 
Modell C 
Das entwickelte halbempirische Modell B ist in Tabelle 3-1 gemeinsam mit dem noch allge-
meineren Fall C dargestellt, bei dem auch der zweite Exponent M variabel ist. Die Gleichun-
gen sind sowohl für Gleich- als auch für Gegenstrom zwischen Fluid und Partikeln anwend-
bar. Bei Gegenstrom besteht jedoch, wie schon weiter oben erwähnt, die Möglichkeit, dass 
die Partikeln nicht nur an einer Öffnung des untersuchten Apparats austreten. Damit auch 
dann für ein Untersuchungsgebiet ]1 ,0[)( ∈tF  gilt, muss als Bezugsgröße statt der insgesamt 
zum Zeitpunkt t  zugegebenen Masse nur der Anteil eingesetzt werden, der im durch die 
Messungen erfassten Querschnitt austritt. 
0=
Abb. 3-5 zeigt Beispiele für die Auswirkung der Größe M auf den Kurvenverlauf bei konstan-
tem  und . Bei konstantem N werden die Verteilungskurven mit steigendem M nach 
rechts verschoben, im Gegensatz dazu bewegen sich bei M
mint maxt
konst= , die Kurven mit steigen-
dem N nach links.  
Die vollständigen zentralen Momente M  für Mittelwert, Varianz, Schiefe und das Maxi-
mum der differenziellen Verweilzeitverteilung lassen sich für das halbempirische Modell C 













































NMNf θθ .    (3.8) 
 
Für die anderen Fälle ergeben sich Integrale, die numerisch auszuwerten sind. 
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Abbildung 3-5: Kurvenverläufe der differenziellen Verweilzeitverteilung für das Modell C 
bei konstantem  und  mint maxt
 
 
3.1.3 Testung der empirischen Modelle  
 
Nachrechnung des Dispersions- und des Rührkesselkaskadenmodells 
Prinzipielle Zusammenhänge sind schon aus den Abb. 3-1a, b ersichtlich. Analog zu den Gln. 
(2.101) und (2.102) ist es möglich, den Parameter N des Modells A und die Pecletzahl PeL 
ineinander umzurechnen. Bei gleichem Maximum des Dispersionsmodells und des empiri-
schen Modells A wurde eine Näherungsgleichung für die nicht direkt nach N auflösbare Be-




( 50210 ,PeN ,L −=  PeL > 98  bzw.  N > 6,2  Fehler < 2%. (3.9) 
 
Die Abweichungen der mit Gl. (3.9) berechneten Parameter von den exakten Werten sind in 
Tabelle 3-3 aufgeführt. Die erreichbare Annäherung der Modelle A und B geht aus den Abb. 
3-1a, b hervor.  
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Tabelle 3-3: Einschätzung der Güte der Näherung für die Parameterumrechnung nach Gl. 
(3.9) 
exakte Werte  K 
Gl. (2.102) 
 
PeL Nexakt θmin, Gl. (3.3)
 







58,9 119,9 7 0,6669 7,084 1,200 
74,6 151,2 8 0,7030 8,050 0,680 
111,8 225,7 10 0,7559 10,003 0,031 
239 479,9 15 0,8314 14,945 -0,365 
414,6 831,3 20 0,8712 19,922 -0,390 
638,8 1279,6 25 0,8959 24,915 -0,341 
1232,5 2466,9 35 0,9247 34,924 -0,216 
2489 4979,8 50 0,9468 49,974 -0,052 
 
 
Kontinuierliche Phase in verschiedenen Apparaten 
Die halbempirischen Modelle weisen einen einheitlichen Grundaufbau aber eine unterschied-
liche Komplexität auf. Die Anwendbarkeit wird für verschiedene ein- und mehrphasige Sys-
teme nachgewiesen. 
Die Modelle A und B wurden mit in der Literatur veröffentlichten Messwerten für unter-
schiedliche Fälle getestet, wobei auch andere Modelle zum Vergleich herangezogen wurden. 
Die experimentellen Bedingungen und die verwendeten Modellparameter enthalten die Tabel-
len 3-4 und 3-5. Bei [9], [12], [24], [120], [121] wurden die aus den Abbildungen abgelesenen 
Werte und bei [13], [122] die tabellierten Daten verwendet. 
 
Die in der Tabelle 3-4 aufgeführte Pecletzahl basiert auf dem Erreichen des gemessenen Ma-
ximums. Bei diesen großen Pecletzahlen liegen die Verteilungskurven des Dispersionsmo-
dells und der Rührkesselkaskade sehr eng beisammen. Die von [13] berechneten Pecletzahlen 
wurden in Klammern hinzugefügt. Beispiele für die Anpassungsgüte der turbulenten Strö-
mung sind in den Abb. 3-6 bis 3-8 zu finden.  
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Tabelle 3-4: Experimentelle Bedingungen und Modellparameter für die turbulente Rohrströ-
mung (Rechteckkanäle eines Plattenwärmeübertragers mit 16 Umlenkungen [24], gerades 
Rohr [24], Rohr mit fünf 180°-Umlenkungen [13]) 
 










Modell N θmin  θmax PeL Lit. 
4500 0,21 9,6 0,015 7⋅10-7 45,7 A 17,6 0,855 ∞ 646 [24] 
      B 7,54 0,851 1,685   
5000 0,5 51,8 0,01 1⋅10-6 103,6 A 35,5 0,93 ∞ 2500 [24] 
      B 5 0,92 1,148   
5500 0,55 27,3 0,01 1⋅10-6 49,68 A 22,67 0,886 ∞ 1051 [24] 
      B 8,72 0,882 1,59   
10000 0,328 32 0,03 1⋅10-6 99,25 A 28,39 0,908 ∞ 1640 [13] 
      B 8,69 0,905 1,411 (1690)  
20000 0,655 32 0,03 1⋅10-6 49,2 A 34,12 0,923 ∞ 2370 [13] 
      B 4,562 0,915 1,138 (2440)  
40000 1,31 32 0,03 1⋅10-6 24,5 A 38,2 0,931 ∞ 2910 [13] 
      B 3,501 0,919 1,09 (2910)  
13320, 
Kanal 
0,216 8,3 0,074 1,2⋅10-6 38,43 B 2,441 0,729 1,254 270 [24] 
 
Während bei den kleinen Reynoldszahlen das Modell A ausreichend ist (Abb. 3-6a, b), wurde 
in die Abb. 3-7a, b für die großen Reynoldszahlen [13] auch das Modell B mit aufgenommen, 
das erwartungsgemäß eine bessere Anpassung liefert.  
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Daten, Re = 5500
Daten, Re = 4500
Modell A
Dispersionsmodell




a) Reynoldszahl 4500 bzw. 5500 
 
 

















b) Reynoldszahl 5000 
Abbildung 3-6: Differenzielle Verweilzeitverteilung für turbulente Strömungen im geraden 
Rohr [24] 
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Daten, Re = 10000





a) Reynoldszahl 10000 bzw. 20000 
 
 



















b) Reynoldszahl 40000 




In der Abb. 3-8 wurden nur die Modelle eingetragen, die die Verweilzeitverteilung für die 
turbulente Kanalströmung am besten nachbilden. Die Parameter für empirische Modelle und 
das Dispersionsmodell sind in Tabelle 3-4 zu finden. 
 















Abbildung 3-8: Integrale Verweilzeitverteilung für die turbulente Kanalströmung mit Um-
lenkungen [24] 
 
Abb. 3-9 bis 3-12 enthalten den Vergleich von Experiment und Rechnungen für laminare 
Strömungen. Beim Rührkesselmodell wurde die Kesselzahl K verwendet, die die kleinste 
Abweichung vom Experiment angibt. In Tabelle 3-5 sind die Parameter für die Abb. 3-9 bis 
3-12 enthalten. 































Abbildung 3-9: Integrale Verweilzeitverteilung a) für eine Füllkörperkolonne [9] und b) für 
einen Rohrreaktor [26] 
 
In der Abb. 3-10 wurden zusätzlich die von Asbjörnsen [12] mit einem speziellen Modell 
berechneten Verweilzeitverteilungen eingetragen. In Abb. 3-11 wurde die Verweilzeitvertei-
lung für die kontinuierliche Couette-Strömung dargestellt.  










Daten, Re = 400
berechnet




Abbildung 3-10: Differenzielle Verweilzeitverteilung für eine Filmströmung, berechnet [12] 
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Abbildung 3-11: Differenzielle Verweilzeitverteilung für eine durchströmte Couette-
Apparatur [120], tm: mittlere Zeit  
 
Zum besseren Vergleich wurden in der Abb. 3-12 zwei unterschiedliche Kesselzahlen K ver-
wendet. Beim Modell B ergeben sich noch Abweichungen vom Experiment im Anfangsbe-
reich und nahe des Maximums. 



















Abbildung 3-12: Differenzielle Verweilzeitverteilung für die kontinuierliche Flüssigphase 
eines zweiphasig durchströmten Monolith-Reaktors [121] 
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In Abb. 3-13 ist die Verweilzeitverteilung für einen Doppelschneckenextruder dargestellt. 
Kim et al. [123] untersuchten den Einfluss des Betriebsdrucks auf die Verweilzeitverteilung 
des Gases in Fließbett. Abb. 3-14 zeigt, dass sich die Aufenthaltszeit bei hohem Gasdruck 
verlängert. 










Daten, tm = 148,33 s
Modell C
 
Abbildung 3-13: Differenzielle Verweilzeitverteilung für eine Doppelschneckenextruder 
[124] 











(1)  101,3 kPa
(1)
(2)  506,5 kPa
(2)
.
Modell C (M = 30)
 
Abbildung 3-14: Differenzielle Verweilzeitverteilungen des Gases mit unterschiedlichen 
Gas-Drücken im Fließbett [123] 
58
In der Abb. 3-15 ist der Versuchsaufbau eines Ultraschallreaktors skizziert. Wasser wurde 
dabei zu gleichen Teilen gleichzeitig durch die Düse und einen Ringspalt gegeben. Tracer 
wurde am Fluideingang der Düse eingespritzt und am Ausgang vermessen. Die eigenen Mes-
sungen der Verweilzeitverteilung wurden in der Abb. 3-16 dargestellt. Sie zeigt, dass der Ult-
raschall zu einer größeren Rückvermischung und damit zu längeren Aufenthaltszeiten des 
Tracers im Apparat führt (vgl. Abb. 3-14). Die in Tabelle 3-5 aufgeführten mittleren Zeiten 










Abbildung 3-15: Versuchsaufbau des Ultraschallreaktors [122] 













tm = 7,5 s, ohne Ultraschall (US) 
tm = 7,5 s, mit US
.
tm = 3 s, ohne US
tm = 3 s, mit US
Modell B
 
Abbildung 3-16: Differenzielle Verweilzeitverteilung für den Reaktor mit Ultraschalldüse 
[122] 
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Es gibt weitere Literaturstellen mit experimentellen Untersuchungen der Verweilzeitvertei-
lung kontinuierlicher Phasen, die hier nicht gezeigt werden (z.B. in keramischen (katalyti-
schen) Packungen [17], [125], im Festbett [126], [127], im Fließbett [127], im Vortex-
Apparat [5], im eingebauten Rohr [115], [128], im Couette-Apparat [129], im senkrechten 
Rohr [130]). 
 
Tabelle 3-5: Parameter der Modellgleichungen für laminare Strömungen 
 
Apparate t [s] θmin θmax N K Lit. Abb. 
Füllkörperkolonne 349 0,573 1,547 2,3 (PeL=77) [9] 3-9 
Rohrreaktor 10 0,230 3,3 1,61 5 [26, S. 
281] 
3-9 
Film an Rohraußenwand (Re=400) 0,460 4 3,01 12 [12] 3-10 
kont. Couette-Apparat 760 0,288 2,368 1,643 7 [120] 3-11 
2-Phasenstr. Monolith-Reaktor 106,2 0,113 3,766 1,184 2;  3 [121] 3-12 
Doppelschneckenextruder 148,33 0,310 3,371 2,4 M = 15 [124] 3-13 
Fließbett 29,98 0,100 2,835 1,51 M = 30 [123] 3-14 
 37,66 0,120 3,187 1,67 M = 30   
7,5 0,4 3,033 1,696 5 
7,5 0,48 5,33 1,631 5 
3 0,433 10 1,935 5 
Reaktor mit Ultraschalldüse 




Disperse Phase in verschiedenen Apparaten 
Um die Eignung des Modells B zu prüfen, wurden in der Literatur enthaltene Messwerte für 
unterschiedliche disperse Strömungen in verschiedenen Apparaten nachgerechnet. In Tabelle 
3-6 sind die ermittelten Parameter zu finden. Die grafischen Gegenüberstellungen der Rech-
nungen und Messwerte basieren auf den Werten, die aus den Abbildungen der zitierten Veröf-
fentlichungen abgelesen wurden. 
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Die Abb. 3-17 bis 3-23 enthalten den Vergleich zwischen den experimentellen und den nach-
gerechneten Verweilzeitverteilungen für die disperse Phase. Hatten die Autoren schon ein 
Modell vorgeschlagen, ist es ebenfalls mit eingezeichnet. 
Bei verschiedenen Volumenströmen des Fluids hat Allal [131], [132] die Partikelmassenver-
teilung gemessen. Im senkrechten Rohr [132] wurden die massenbezogenen Verweilzeitver-
teilungen für die mittlere Partikelgröße (6 µm bei Ca(OH)2 und 100 µm bei Sand) vermessen. 
Hierbei wurden die gemessenen Kurven in normierte Verweilzeitverteilungen umgerechnet 
und dann die mittlere Verweilzeit τ  bestimmt. Der Apparat von Allal ist in Abb. 3-17 und 
Abb. 3-18 zu sehen. 
 
Tabelle 3-6: Ermittelte Parameter für die Anpassung der Modelle B und C (* dimensionslose 
Zeiten) 
Apparat N  [-] τ  [s] mint [s] maxt [s] σ θ2  [-] S [-] Abb. 
(Kurve) 
Lit. 
senkrechtes 2,064 11,23 5,9 17,5 0,033 0,421 3-17 (I) [132] 
Rohr 2,20 7,01 3,78 11,2 0,033 0,497   (II) Ca(OH)2 
 2,569 6,08 3,65 9,7 0,025 0,584   (III)  
 2,67 5,06 3,0 8,5 0,028 0,674   (IV)  
 1,936 3,495 2,02 4,78 0,02 0,175 3-18 (I)  [132] 
 1,858 2,302 1,29 3,15 0,021 0,146   (II) Sand 
 1,772 1,629 0,82 2,35 0,03 0,201   (III)  
 1,94 1,434 0,82 1,98 0,021 0,191   (IV)  
 2,5 4,048 2,5 6,1 0,021 0,490   (V)  [132] Al/Mg-Ox. 
Couette-Tay- 3,1 10,23 6,1 20 0,033 0,936 3-19 (I)  [54] 
lor-Apparat 3,884 25,01 15,3 65 0,038 1,324   (II)  
Fließbett  1,616 0,73 0,165 2,5 0,28 1,452 3-20a [19] 
 1,894 0,67 0,19 2,4 0,227 1,573 3-20b  
 1,5 13,02 3,25 31 0,173 0,879 3-21 [65] 
Blasensäule 1,581 1* 0,255* 2,6* 0,188 1,033 3-22 (I) [133] 
 1,715 1* 0,145* 2,6* 0,1726 1,008   (II)  
 1,44 1,068* 0,1* 2,8* 0,229 0,949 3-23 [133] 
61












(I)    11,23 s
(II)   7,01 s
(III)  6,08 s 




Abbildung 3-17: Differenzielle Verweilzeitverteilungen von Ca(OH)2 - Partikeln 
( md p µ6= ) im senkrechten Rohr [132], Parameter der Kurven: τ  
 
 












(I)    3,495 s
(II)   2,302 s
(III)  1,629 s
(IV)  1,434 s
.
Al/Mg-Oxid




Abbildung 3-18: Differenzielle Verweilzeitverteilungen von Sand ( md p µ100= ) und 
Al/Mg-Oxid ( md p µ70= ) im senkrechten Rohr [132], Parameter der Kurven: τ  
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Brucato [54] hat die stationären Sinkgeschwindigkeiten von Partikeln verschiedener Größe 
gemessen. Für die Verweilzeitverteilung von Partikeln im Couette-Taylor-Apparat wurde die 
Partikelkonzentration an zwei Stellen des Apparates gemessen und Pecletzahl berechnet. Mit 
dem Dispersionsmodell von Levenspiel und Smith in [11, S. 277] wurden die Experimente 
nachgerechnet.  
Sowohl die Ergebnisse des Dispersionsmodells als auch die des Modells der Rührkesselkas-
kade weichen in Abb. 3-19 im Gegensatz zum Modell B von den Experimenten ab. Die mitt-
lere Verweilzeit τ  für den Couette-Taylor-Apparat [54] wurden aus den abgelesenen Werten 
ermittelt. 
 













(I)   Messstelle 1,  tm = 10,2 s





Abbildung 3-19: Differenzielle Verweilzeitverteilungen von Partikeln im Couette-Taylor-
Apparat [54] 
 
Verweilzeitverteilungen von Partikeln im Fließbett wurden von Kiared [19] untersucht. Durch 
ein Zellenmodell mit Rückfluss wird die Verweilzeitverteilung numerisch berechnet. Die 
Abb. 3-20a, b zeigen die von Kiared [19] berechneten Verteilungskurven. Die mittleren Ver-
weilzeiten für das Fließbett [19] sind in der Literaturstelle angegeben.  
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Abbildung 3-20: Differenzielle Verweilzeitverteilungen von Partikeln im dreiphasigen Fließ-
bett, gemessen und berechnet Kiared [19]; a) für aufsteigende Partikeln b) für absinkende 
Partikeln  
 
Bei den Blasensäulen [65], [133] folgen die τ aus den Verweilzeitverteilungen für die beste 
Anpassung mit dem empirischen Modell. Millies [65] hat die Verweilzeitverteilung für auf-
steigende Blasen in Blasensäulen mit Zirkulationszellen numerisch berechnet. Die Messwerte 
sind in [65] zitiert und in Abb. 3-21 dargestellt.  
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Abbildung 3-21: Integrale Verweilzeitverteilung von Blasen in der Blasensäule 
 
Es zeigt sich, das Modell B für alle Fälle ausreichend genau ist und nur für Abb. 3-22 und 
Abb. 3-23 die Verwendung von Modell C notwendig ist. In Abb. 3-20 weicht das Modell B 
leicht im Bereich des Maximums, in Abb. 3-23 im gesamten Bereich von den Experimenten 
ab. 










(I)  Modell B (M = 8)
(II) Modell C (M = 30)
 
Abbildung 3-22: Differenzielle Verweilzeitverteilungen von Blasen in der Blasensäule, Mo-
dell von Shetty [133], Messwerte zitiert in [133] 
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Hierbei muss jedoch beachtet werden, dass bei dem vorliegenden Betriebsregime in der Bla-
sensäule Groß- und Kleinblasen koexistieren, so dass mehrmodale Verteilungen zu erwarten 
sind, für die das halbempirische Modell B nicht geeignet ist. Dennoch kann durch die Freiga-
be des Parameters M  im Modell C die Anpassung noch weiter verbessert werden. Dabei tre-
ten jedoch teilweise geringe Abweichungen bei der mittleren Verweilzeit auf (Tabelle 3-6, 
Abb. 3-23). 














Modell C (M = 30)
 
 
Abbildung 3-23: Differenzielle Verweilzeitverteilung von Blasen in der Blasensäule, gemes-
sen und berechnet [133] 
 
Es gibt weitere Literatur für experimentelle Untersuchungen disperser Phasen, die hier nicht 
gezeigt sind (z.B. im Festbett [134], in der Blasensäule [16], [135], in der Fluid/Partikel Ad-
sorptionskolonne [136], im Vortex-Apparat [116]). 
 
Die Abweichung der Modelle von den Messdaten kann wie in Abschnitt 2.4.6 berechnet wer-
den. Die berechneten relativen Fehler sind in Tabelle 3-7 angegeben. Die mittleren relativen 
Fehler des empirischen Modells B sind kleiner Bereich als die anderen Modelle (Dispersi-
onsmodell, Modell der Rührkesselkaskade). Bei der Berechnung relativer Fehler muss jedoch 
beachtet werden, dass die Messergebnisse meist als Kurve vorlagen, die für diese Berechnun-
gen diskretisiert wurden. Dadurch sind geringfügige Fehler möglich.  
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Tabelle 3-7: Abweichungen der Modelle von den Messwerten, Berechnung mit Gl. (2.104) 
 


































































3.1.4 Zusammenfassung für das entwickelte empirische Modell  
 
In diesem Abschnitt wurden die halbempirischen Verweilzeitverteilungsfunktionen für die 
kontinuierliche bzw. die disperse Phase vorgestellt und die damit erfolgte Anpassung veröf-
fentlichter experimenteller Werte unterschiedlicher Anlagen demonstriert. Eine vereinfachte 
Form (Modell A) war für eine Verteilung mit langem Nachlauf (Tailing) angegeben worden. 
Da der Nachlauf bei den Verweilzeitverteilungen disperser Phasen in der Regel wesentlich 
kürzer als der Nachlauf der kontinuierlichen Phase ist, kommt hierfür nur die komplexere 
Modellvariante (Modell B) in Betracht. Für die Güte der Anpassung erweist es sich bei eini-













3.2 Analytische Lösungen für Verweilzeitverteilung von Partikeln 
 
3.2.1 Eigenschaftsverteilung laminar sinkender Partikeln im ruhenden Medium 
 
Betrachtet man Einzelpartikeln, die Eigenschaftsunterschiede aufweisen, so stellt sich selbst 
bei wechselwirkungsfreien Teilchen im ruhenden Fluid eine Sinkgeschwindigkeitsverteilung 
ein. Steht für diese Eigenschaftsverteilung eine beschreibende Gleichung zur Verfügung, so 
ist zumindest im Gültigkeitsbereich der ohne Iteration berechenbaren Sinkgeschwindigkeiten 
eine analytische Lösung für die Verweilzeitverteilung fr(t) möglich. Beispielhaft soll dies für 
den Stokesbereich und kugelige Einzelpartikel, die eine Korngrößenverteilung aufweisen, 
gezeigt werden. Dabei wird im Folgendem von einer gegebenen Anzahlverteilung qo(dp) aus-
gegangen. 
Da das Fluid kein Geschwindigkeitsprofil aufweist und eine Wechselwirkungsfreiheit zwi-
schen den Teilchen vereinbart wurde, spielt die Zugabeart keine Rolle. Die Aufenthaltszeit 









∆==   .      (3.10) 
 






18    ,      (3.11) 
 










∆−=   .      (3.12) 
 
Das negative Vorzeichen trägt dem Sachverhalt Rechnung, dass die größten Partikel die 
kleinste Verweilzeit haben. Durch die Standardnormierung entfällt dieses Vorzeichen jedoch 
















∆=  .     (3.13) 
 
In der Abb. 3-24 sind die Anzahlverteilung und die sich daraus ergebende Volumenverteilung 
sowie in Abb. 3-25 die mit Gl. (3.13) berechneten differenziellen Verweilzeitverteilungen fo(t) 
bzw. f3(t) dargestellt. Es wird von einer gaußförmigen Anzahlverteilung qo(dp) mit den Para-














dq ppo  .    (3.14) 
 


















Abbildung 3-24: Dimensionslose Gaußverteilte Anzahlverteilung qo(dp) (d50 = 40 µm, σ = 
8.10-6 m) und aus qo(dp) berechnete Massenverteilung q3(dp) 
 
 
In Abb. 3-25 werden die beiden Verteilungen verglichen. Da die Partikel keine einheitliche 
Größe haben, stimmen beide Verteilungen nicht überein.  
69
















Abbildung 3-25: Mit qo(dp) und q3(dp) berechnete Verweilzeitverteilungen, fo(t) sowie f3(t), 
der Partikeln (tmin = 304,65 s; tmax = 18959,62 s) 
 
 
3.2.2 Analytisch berechenbare Verweilzeitverteilungsfunktionen für disperse Partikeln 
in einer laminaren Rohrströmung 
 
In [11], [28], [137] ist darauf hingewiesen worden, dass es für weitergehende Verwendungen 
der Verweilzeitverteilungen des Fluids in verfahrenstechnischen Modellen notwendig ist, eine 
auf dem Volumenstrom basierende Auswertung vorzunehmen, auch wenn für Untersuchun-
gen andere Markierungsarten eingesetzt wurden. Beim Vorliegen einer dispersen Phase kann 
die Zugabe der Partikeln unabhängig von der Zugabe der kontinuierlichen Phase erfolgen, 
was sich auf die Aufenthaltsdauerverteilungen auswirkt. Die Verweilzeitverteilungen können 
in Abhängigkeit von der Zugabeart analytisch ermittelt werden. Beispielhaft sollen nun die 
volumenstromproportionale (V-prop.), die flächenproportionale (A-prop.) und bei den späte-
ren numerischen Rechnungen auch die punktuelle Zugabe untersucht werden. 
Bei Gegenstrom wird durch die Partikeln auch Fluid über den Eintritt ausgetragen, so dass die 
integrale Verweilzeitverteilung < 1 wird. Für die Verweilzeitverteilung wird dieser Austrag 
berücksichtigt. 
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Für die Geschwindigkeit der Partikeln wird im Fall der Wechselwirkungsfreiheit die Partikel-
sinkgeschwindigkeit zur Fluidgeschwindigkeit unter Beachtung des Vorzeichens addiert. Für 










ruvrv s  .      (3.15) 
 
Die Aufenthaltsdauer t der Partikeln in Abhängigkeit vom radialen Startpunkt wird mit der 
Gl. (2.40) ermittelt.  
Um die Verweilzeitverteilung der dispersen Phase analytisch berechnen zu können, sollen 
Anlaufeffekte sowohl für das Fluid als auch für die Partikeln vernachlässigt werden. Es soll 
keine Dispersion der Partikeln erfolgen und zunächst kein Schwarmverhalten zu berücksichti-
gen sein. Geht man z.B. von einer gegebenen Teilchenanzahl, von einer bekannten Verteilung 
der Startpunkte sowie von einem auf die Teilchenanzahl reagierenden Messverfahren aus, so 




hlTeilchenzaneausgetretetZeitpunktzumtF empulszugabIo   0  
  0  )( =




hlTeilchenzaeaustretendtZeitpunktzumtF beSprungzugao  nat0
  0  )( &&=
>=  .(3.16b) 
 
Bezieht man sich dagegen, wie beim einphasigen System üblich, auf die Masse, so folgt 
 
sseTeilchenmazugegebenetZeitpunktzum
sseTeilchenmaneausgetretetZeitpunktzumtF empulszugabI   0  
  0  )( =




sseTeilchenmaeaustretendtZeitpunktzumtF beSprungzuga  nat0
  0  )( &&=
>=  .(3.16d) 
 
Haben die Partikel eine uneinheitliche Größe oder Dichte, sind die damit definierten Vertei-
lungen unterschiedlich (s. auch schon in Abb. 3-25). Die differenziellen Verweilzeitverteilun-
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gen fo(t) bzw. f3(t) erhält man auf dem üblichen Wege durch das Bilden der zeitlichen Ablei-
tungen. 
 
Um analytisch vorausberechenbare Verweilzeitverteilungen für die disperse Phase in laminar 
durchströmten senkrechten Rohren zu finden, wird Folgendes vorausgesetzt: 
- die Verteilung der dispersen und kontinuierlichen Phasen in der Rohrströmung ist be-
kannt, 
- Anlaufeffekte sind sowohl für das Fluid als auch für die Partikel vernachlässigbar, 
- es besteht keine Wechselwirkungen zwischen Partikel und Fluid, 
- Diffusion und Dispersion der Partikeln erfolgt nicht, 
- der Partikelanteil ist im Kontrollraum so klein, dass kein Schwarmverhalten zu berück-
sichtigen ist. 
Daraus resultierende Konsequenzen auf die Verweilzeitverteilung zeigen die beiden nachfol-
genden Ableitungen. 
 
3.2.2.1 Analytische Gleichungen für den Gleichstrom  
 
Volumenstromproportionale Zugabe 
Zunächst kann man einen Grenzfall betrachten. Bei einer relativ langsamen Sinkgeschwin-
digkeit und einem kleinen Anteil von Partikeln im Verhältnis zum Fluid kann das Gesch-
windigkeitsprofil  der Partikeln gleich dem Geschwindigkeitsprofil u  des Fluids sein. 





α  wird so definiert: 
 
./ konstVV fpV == &&&α   .      (3.17) 
 
Wird der Volumenstrom der Partikeln durch den Volumenstrom des Fluids mit dem Proporti-
onalitätsfaktor V&α  ( ) ersetzt, folgt der massenbezogene Teildurchsatz der durch 
die Querschnittfläche Zwischen den Radien zwischen 
fVp VdVd && &α=
r  und drr +  strömenden Partikeln 
 
fVpppp VdVdmd &&& &αρρ ==  .      (3.18) 
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p Vm && &αρ=   .       (3.19) 
 
Der Quotient des auf den Gesamtdurchsatz bezogenen Teildurchsatzes nach den Gln. (3.18), 











+−=   .      (3.20) 
 
Der Radius r  ist eine Funktion der Zeit. Wird Gl. (3.20) in Gl. (2.64) eingesetzt, erhält 












ttF  .      (3.21) 
 










)( −=τ   .      (3.22) 
 
Flächenproportionale Zugabe 
Neben der volumenstromproportionalen Verweilzeitverteilung kann man die Verweilzeitver-
teilung für eine flächenproportionale Zugabe ermitteln. Beim Starten werden die Partikeln bei 
der Impulszugabe auf dem Gesamtquerschnitt des Rohres flächenproportional verteilt. Die auf 
der Einheitsfläche des Rohrquerschnittes zugegebene Partikelmasse wird beschrieben. Für die 














  .      (3.23) 
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Die Partikelmenge ist abhängig vom Rohrradius r. Die Partikelmenge in z-Richtung (Fallrich-
tung) ändert sich im dispersionsfreien Fall nicht, die Geschwindigkeit wird mit der Gl. (3.15) 








1)( +−=   .      (3.24) 
 






tf =    .      (3.25) 
 
Die hergeleiteten Verweilzeitverteilungen sind in Abb. 3-26a, b dargestellt, miteinander ver-
glichen und in Tabelle 3-8 eingefügt. Die Verweilzeitverteilungsfunktionen sind gültig für 
den Bereich der minimalen und maximalen Verweilzeit maxmin ttt ≤≤ . Bei dem durchströmten 
Rohr sind tmin und tmax  die Zeiten von Partikeln, die in der Rohrachse bzw. an der Rohrwand 
strömen (vgl. Gl. 2.42a, b, c). 
 
Wenn in den Gleichungen der Tabelle 3-8 die maximale Verweilzeit tmax (= tp) unendlich groß 
wird, gehen die Verweilzeitverteilungen der Partikeln in die des Fluids über. Ebenfalls ist die 






















vs = 1,11umax, tmax = 207,23 s
V-prop.






a) differenzielle Verweilzeitverteilung 
 










vs = 1,11umax, tmax = 207,23 s
V-prop.
A-prop.





b) integrale Verweilzeitverteilung 
Abbildung 3-26: Analytische Verweilzeitverteilungen von unterschiedlich großen Partikeln 
(70 und 90 µm) für die laminare Rohrströmung, Wasserströmung, Zugabeart: V- und A-
proportional, L = 1 m, u = 0,002183 m/s, a) differenzielle Verweilzeitverteilung b) integrale 
Verweilzeitverteilung 
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Tabelle 3-8: Zusammenstellungen von theoretisch ableitbaren Aufenthaltszeitverteilungen 
von gleichgroßen Partikeln für eine dispersionsfreie laminare Rohrströmung bei volumen-
strom- bzw. flächenproportionaler Zugabe und deren Wiedergabe durch Modell C, Normie-
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3.2.2.2 Gleichungen für den Gegenstrom  
 
Ist beim Gegenstrom der Betrag der Fluidgeschwindigkeit größer als der Betrag der Sink-
/Aufstiegsgeschwindigkeit, wird auch im Zugabequerschnitt ein Teil der dispersen Phase aus-
getragen. Für eine aufwärtsgerichtete laminare Rohrströmung mit absinkenden Partikeln ist 
dies zuerst in der Rohrmitte der Fall. Durch diesen Austrag wird im Bilanzierungsquerschnitt 
die Summenverteilung bezogen auf die Zugabemenge < 1. Dieser Sachverhalt wird in der 
mechanischen Verfahrenstechnik durch Trennkurven beschrieben. Durch diesen Austrag wird 
bei einem Bezug auf die insgesamt zugegebene Menge im Bilanzierungsquerschnitt die 
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Summenverteilung < 1. Will man dennoch an jeder der beiden Austrittsflächen eine Darstel-
lung im Bereich F(t)∈ [0, 1] erreichen, muss ein Normierungsfaktor eingeführt werden. 
Geht man analog zu Gl. (2.64) vor, dehnt die Integration aber bis zu dem *r  aus, bei dem die 
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−=   .      (3.28) 
 








ttF −=   .      (3.29) 
 
Der Anteil von Partikeln, der nicht über den Zugabequerschnitt austritt, ist somit  
 
)(1 *tFNF −=   .      (3.30) 
 
NF (s. Tabelle 3-9) kann für die neue Normierung der Verweilzeitverteilung genutzt werden: 
 
NFtFtF norm /)()( =   .      (3.31) 
 
Für den Fall us 2≤v  wurden in Tabelle 3-8 die normierten Gleichungen eingefügt. Für die 
Verweilzeitverteilung mit flächenproportionaler Zugabe im Gegenstrom kann auch ein 
Normierungsfaktor ermittelt werden. Wenn die Gl. (3.23) von 0 bis *r  integriert wird, ergibt 










=   .       (3.32) 
 
Aus der Gl. (3.28) ergibt sich dann der Anteil am Austrag F  (s. Tabelle 3-9). Der bei )( ∗t
uvs 2≤  für die flächenproportionale Verweilzeitverteilung zu nutzende Normierungsfaktor 
ist ebenfalls in Tabelle 3-9 aufgeführt. Analog zur Gl. (3.31) für die volumenstromproportio-
nale Zugabe kann auch hier die normierte Verweilzeitverteilungsfunktion ermittelt werden (s. 
Tabelle 3-9).  
 
Tabelle 3-9: Lage der Austragsgrenze Rr /* , Anteil vom ustrag )( ∗tF  und 
Normierungsfaktor (NF) bei Gege  u
 A
nstrom nd uvs 2≤  
 





























In den Abb. 3-27 und 3-28 wurden die analytischen Verweilzeitverteilungen für den Gegen-
strom in Abhängigkeit von der Zugabeart dargestellt. In der Abb. 3-27 ist die Partikelge-
schwindigkeit größer als maximale Fluidgeschwindigkeit. Dabei tritt kein Austrag im Zuga-
bequerschnitt auf.  
Die Verweilzeitverteilungen von den Partikeln, die teilweise im Zugabeschnitt ausgetragen 
werden, sind in Abb. 3-28 normiert und nicht normiert dargestellt. Beim Vergleich von den 
Abb. 3-26a, b bis 3-28 erkennt man eine deutliche qualitative Verschiebung der Kurvenver-












emp. Modell (N = 1, M = 2), V-prop.
emp. Modell (N = 1, M = 1), A-prop.
 
Abbildung 3-27: Differenzielle Verweilzeitverteilungen von 90 µm -Partikeln mit der Glei-
chung für die laminare Rohrströmung, (Wasser, L = 1 m, u = 0,002183 m/s, Gegenstrom, 
uvs 2> , τ : V-proportional 732,6 s; A-proportional 538,7 s), Gleichungen in Tabelle 3-8 
 
















Abbildung 3-28: Differenzielle Verweilzeitverteilungen von 70 µm -Partikeln für die lamina-
re Rohrströmung, (Wasser, L = 1 m, u = 0,002183 m/s, Gegenstrom, us 2≤v , Austrag: 46,59 
% für V-proportional und 26,92 % für A-proportional), Gleichungen in Tabelle 3-8  
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3.2.3 Nichtausgebildete laminare Rohr- und Kanalströmung 
 
Das Geschwindigkeitsprofil innerhalb der Einlauflänge lE verändert sich in Abhängigkeit von 
der Lauflänge l. Der Pfropfenradius ro(l), der den Bereich konstanter Geschwindigkeit im 
Inneren beschreibt, nimmt mit der Lauflänge von R bis 0 ab, gleichzeitig nimmt die Pfropfen-
geschwindigkeit zu. 
Bei der mathematischen Beschreibung wird davon ausgegangen, dass  
- an der Wand die Haftbedingung erfüllt ist,  
- in der Mitte im Einlaufbereich ein Pfropfen vorliegt (Pfropfenradius ro(l), Pfropfenge-
schwindigkeit umax(l)) und 
- die Kontinuitätsgleichung gilt. 
Um für das Ende des Einlaufs das bekannte ausgebildete laminare Strömungsprofil zu erhal-
ten, soll für den wandnahen Bereich ein Parabelprofil angesetzt werden. Daten für die lamina-
re Kanalströmung gibt Schlichting [31] an. 
Zur Anpassung des Geschwindigkeitsprofils für die Rohr- und Kanalströmung werden zwei 
empirische Modelle vorgestellt: ein 2-Bereichs- (getrennte Beschreibung von dem Kernbe-
reich und wandnahem Bereich) und ein 1-Bereichsmodell (Beschreibung des gesamten Quer-
schnitts). Die entwickelten empirischen Gleichungen werden mit bekannten Ergebnissen ver-
glichen. Diese Modelle werden verwendet, um am Beispiel idealer Tracer den Einfluss des 
nichtausgebildeten Geschwindigkeitsprofils auf die Verweilzeitverteilung zu untersuchen. 
 
3.2.3.1 2-Bereichmodell  
 
Kanalströmung 
Die Geschwindigkeit für die laminar ausgebildete, ebene Kanalströmung und der sich erge-
bende Volumenstrom sind schon in den Gl. (2.4) und (2.71) aufgeführt worden (Kanalbreite B 
= 2H). Während im Kernbereich eine Pfropfenströmung (y ∈ [0, ]) angesetzt wird, soll 
für den Außenbereich (y∈ [ ) , H]) eine Parabel verwendet werden, die die Haftbedingung 
an der Wand erfüllt und am Ende der Einlaufstrecke mit dem bekannten Parabelprofil über-
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Die resultierenden Gleichungen des Geschwindigkeitsprofils für die nichtausgebildete Kanal-
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In Abb. 3-29 sind die Daten für die maximale Geschwindigkeiten und yo(l) dargestellt. Die 
maximalen Geschwindigkeiten umax(l) für die laminare Kanalströmung wurden aus tabellier-
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ten Daten von [31] entnommen (Punkt I). Um die yo(l)-Werte zu berechnen, wurde diese ma-
ximalen Geschwindigkeiten in Gl. (3.38a) eingesetzt und danach nach der gesuchten Pfrop-
fendicke yo(l) umgestellt (Punkt II). Aus den ermittelten Werten yo(l) wurde durch die Regres-















  mit  Ee llL /=  .   (3.39) 
 
Für das Maximum (Punkt I) der Geschwindigkeit entstand durch Einsetzen der Gl. (3.39) in 
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Abbildung 3-29: Dimensionslose Maximalgeschwindigkeiten umax(Le)/u  und Pfropfendicken 
ro(Le)/R bzw. yo(Le)/H für die Kanal- und Rohrströmung; I) umax(Le)/u  für den Kanal von [31] 
II) mit (I) und Gl. (3.38a) berechneter yo(Le)/H III) Näherungsgleichung (3.39) IV) mit (II) 
und Gl. (3.43a) berechnete umax(Le)/u  für das Rohr V) mit den Gln. (3.43a) und (3.44) be-
rechnete umax(Le)/u  für das Rohr VI) mit Messwert von Nikuradse und Gl. (3.43a) berechne-
ter ro(Le)/R für das Rohr 
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Rohrströmung 
Für die laminare Rohrströmung lässt sich das Geschwindigkeitsprofil analog zur Kanalströ-
mung ermitteln. Für den Außenbereich (r∈  [ )r , R]) wird ebenfalls ein Parabelprofil ver-
wendet. 
(lo
Maximale Geschwindigkeit muss für r = ro 
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Somit kann das Geschwindigkeitsprofil für die nichtausgebildete laminare Rohrströmung mit 
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Um das Geschwindigkeitsprofil mit den Gln. (3.43a, b) tatsächlich bestimmen zu können, 
muss der Pfropfenradius ro(l) bekannt sein. Dafür wurde eine Näherungsgleichung (Abb. 















  .      (3.44) 
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Der mit der maximalen Geschwindigkeit von Nikuradse in [45] ermittelte Pfropfenradius ro(l) 
ist sehr ähnlich der Gl. (3.44). In Abb. 3-29 wurde der Pfropfenradius dargestellt (Punkt VI). 
Die Maximalgeschwindigkeiten sind in Abb. 3-29 für die laminare Rohrströmung in Abhän-
gigkeit von der Anlauflaufstrecke l aufgetragen. Das mit der Näherungsgleichung Gl. (3.44) 
und der Gl. (3.43a) ermittelte Maximum (Kurve V) stimmt gut mit dem Maximum (Punkt IV) 
überein, das mit den Werten II berechnet wurde. 
 
 
3.2.3.2 1-Bereichmodell  
 
Die mit dem 2-Bereichsmodell der Gl. (3.38a, b) und (3.43a, b) ermittelten Geschwindig-
keitsprofile sind wegen der Unstetigkeit bei yo bzw. ro nicht glatt, was bei der späteren Be-
rechnung der Verweilzeitverteilung einen erhöhten Aufwand erfordert. Deshalb soll noch eine 
Gleichung angegeben werden, die für den gesamten Querschnitt gilt.  
Bei der Entwicklung der Gleichungen für das Geschwindigkeitsprofil wurde das Maximum 
der Geschwindigkeit für den Kanal entsprechend [31] berücksichtigt. Für die Rohrströmung 
wurde die maximale Geschwindigkeit (Gl. (3.43a)), die zuvor schon beim 2-Bereichsmodells 
verwendet wurde, übernommen. Die Konstanz des Volumenstroms wurde ebenfalls berück-
sichtigt. Die Parameter k1 und k2 wurden dann durch Anpassungsrechnungen bestimmt (Ta-
belle 3-10). 
 
Tabelle 3-10: Empirische Gleichungen (1-Bereichsmodell) des Geschwindigkeitsprofils für 
den Einlauf ( ) eines laminar durchströmten Kanals und einer laminaren Rohrströ-
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Die mit den empirischen Gleichungen berechneten Geschwindigkeiten für Rohr und Kanal 
werden in Abb. 3-30 mit Literaturwerten verglichen. Für die laminare Rohrströmung haben 
z.B. die Autoren [45], [46] maximale Geschwindigkeiten in der Rohrachse innerhalb der An-
laufstrecke l ermittelt. Chebbi [45] hat in seiner Arbeit veröffentlichte Maximalgeschwindig-
keiten für die Rohrströmung und Messdaten von Nikuradse zusammengestellt. In Abb. 3-30 
sind für die Kanalströmung die von Schlichting [31] berechneten Maximalengeschwindigkei-
ten ebenso wie die zitierten Daten von [45] aufgetragen. Die mit der empirischen Gleichung 
(3.46) berechneten Maximalgeschwindigkeiten für Rohr und Kanal stimmen gut mit den ver-
öffentlichten Daten von Nikuradse, Chebbi [45] und Schlichting [31] überein. Zusätzlich 
wurden die mit dem 2-Bereichsmodell berechneten maximalen Geschwindigkeiten in Abb. 3-
30 aufgenommen. 
 





















Abbildung 3-30: Vergleich der Maximalgeschwindigkeiten mit Literaturwerten und empiri-
scher Gleichung für laminare Rohr- und Kanalströmungen; Messdaten von Nikuradse aus 
[45]; 2-Bereichsmodell: Gl. (3.38a) und (3-43a), 1-Bereichsmodell: Gl. (3-46)  
 
Die mit der empirischen Gleichung ermittelten Geschwindigkeitsprofile wurden in den Abb. 
3-31a, b, c für die Kanalströmung mit den Geschwindigkeitsprofilen von Schlichting [31] 
verglichen. Die maximalen Geschwindigkeiten der empirischen Gleichung im Bereich der 
Rohrachse sind geringfügig höher als die Geschwindigkeiten nach Schlichting [31].  
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Abbildung 3-31: Vergleich der Geschwindigkeitsprofile von Schlichting [31] und der empiri-
schen Gleichung für die Kanalströmung, 1-Bereichsmodell; a) Le: 0,0025 und 0,03  b) Le: 0,1 
und 0,5  c) Le: 0,75 und 1 
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In den Abb. 3-32 und 3-33 werden die Geschwindigkeitsprofile für die laminare Kanal- und 
Rohrströmung in Abhängigkeit von der Anlaufstrecke l dargestellt. 
 



















Abbildung 3-32: Nichtausgebildete Geschwindigkeitsprofile im Kanal nach dem 1-
Bereichsmodell Gl. (3.45) 
 





















Abbildung 3-33: Nichtausgebildete Geschwindigkeitsprofile im Rohr nach Gl. (3.45) 
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Obwohl an jeder Stelle l der Volumenstrom konstant sein müsste, weicht der im 1-
Bereichsmodell Gl. (3.45) ermittelte leicht davon ab (Abb. 3-34), da in Tabelle 3-10 gerunde-
te Parameter angegeben sind. Die Abweichung des Volumenstroms ist im gesamten Bereich 
jedoch kleiner als 1 % für die Kanalströmung und kleiner 2 % für die Rohrströmung.  
 




















Abbildung 3-34: Abweichung des Volumenstroms der empirischen Gleichung (Tabelle 3-10) 
in der Anlaufstrecke l für das Rohr und den Kanal 
 
Abb. 3-35 zeigt das eckige Geschwindigkeitsprofil für den Kanal, das mit Gl. (3.38a, b) be-
rechnet wurde (2-Bereichmodell). Gleichzeitig wurde es mit dem 1-Bereichmodell vergli-
chen. Die Geschwindigkeitsverteilungen sind bei diesem Bereich (l/lE = 0,2) sehr unterschied-
lich. Im Bereich kürzerer und längerer Anlaufstrecken wird der Unterschied jedoch immer 
kleiner. 
Das 2-Bereichsmodell hält den Volumenstrom exakt ein. Die mit dem 2-Bereichsmodell und 
dem 1-Bereichsmodell ermittelten maximalen Geschwindigkeiten stimmen mit den Daten von 
[31], [45] gut überein.  
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Abbildung 3-35: Vergleich des eckigen (2-Bereichsmodell) und des abgerundeten Ge-




















3.3 Numerische Verweilzeitverteilungen für disperse Partikeln 
 
Zur Berechnung von Verweilzeitverteilung kann man auch numerische Methoden anwenden. 
Hier soll die Verweilzeitverteilung von Partikeln mit dem stochastischen Modell ZEMP am 
Beispiel des senkrechten Rohr ermittelt werden. Das für einphasiges Systeme entwickelte 
ZEMP [1], [2] soll in dieser Arbeit auf disperse Systeme ausgedehnt werden. Dafür musste 
die Sinkgeschwindigkeit (Relativgeschwindigkeit) der Partikel in das Programm eingearbeitet 
werden.  
 
3.3.1 Grundlagen für das Modell ZEMP 
 
Mit dem Modell ZEMP können für Partikel die resultierenden Vorgänge des konvektiven 
Transports und der Dispersion bei vorgegebenem Geschwindigkeitsprofil und bekannten Dis-
persionsverhalten erfasst werden. Für jeden Zeitschritt werden die Konvektion und die Dis-
persion abwechselnd berechnet. Im Konvektionsschritt werden die Partikeln entsprechend den 
örtlich vorliegenden Geschwindigkeiten (Berücksichtigung der Fluidgeschwindigkeit und der 
sich ergebenden Relativgeschwindigkeit) im vorgegebenen Gitternetz verschoben. Im daran 
anschließenden Dispersionsschritt werden die Wechselwirkungen mit den direkt angrenzen-
den Nachbarzellen berücksichtigt, wobei die Anzahl und die Masse der Partikeln erhalten 
bleibt. In Abb. 3-36 ist der Berechnungsablauf am Beispiel einer waagerechten Rohrströmung 
schematisch dargestellt.  
Die in die Nachbarzellen übergehende Partikelanzahl richtet sich nach dem Konzentrationsun-
terschied und einer auf dem Gesetz von Einstein-Smoluchowski in [2] 
 
tDx ß ∆=∆ β22          (3.47) 
 














1  ,       (3.48) 
 
wobei β = 1, 2, 3 die Dimensionalität des berechneten Bereiches darstellt. Bei nicht-
kartesischen Koordinaten müssen für die Platzwechselwahrscheinlichkeit zusätzlich die ab-
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weichenden Flächenverhältnisse (z.B. die steigenden Umfangsflächen bei ansteigenden Radi-
us in Zylinder- und Kugelkoordinaten) eingerechnet werden [2]. Dies ist auch in Abb. 3-36 
(Zylinderkoordinaten) ersichtlich. Es gilt dann für Zylinderkoordinaten statt Gl. (3.48) an der 
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1. Konvektionsschritt 1. Dispersionsschritt
2. Konvektionsschritt 2. Dispersionsschritt
































Abbildung 3-36: Schematische Darstellung des Berechnungsablaufes für den Konvektions- 
und Dispersionsschritt; a) in einer Zelle starten die Partikeln (die Pfeillänge veranschaulicht 
das Geschwindigkeitsprofil als Vielfaches der Zellenabmessungen pro Zeitschritt); b) diffusi-
ver Austausch mit den Nachbarzellen (Berücksichtigung von Flächenverhältnis); c) Konvek-
tionsschritt; d) Dispersionsschritt  
 
Wie aus Abb. 3-36 ersichtlich ist, werden nur Wechselwirkungen mit den Zellen berücksich-
tigt, die mit der jeweiligen Bilanzzelle gemeinsame Grenzflächen haben. Da für die Pro-
grammierung ein äquidistantes Gitternetz den geringsten Aufwand erfordert, muss die Zuga-
beart durch unterschiedliche Partikelzahlen bzw. Wichtungsfaktoren berücksichtigt werden.  
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Für die in dieser Arbeit betrachteten Fälle einer flächen- oder volumenstromproportionalen 
Zugabe sind analog zu [1] in Tabelle 3-11 die sich ergebenden Werte dargestellt. Zur Berech-
nung der Verweilzeitverteilung von Partikeln für den Gegenstrom können die in der Tabelle 
3-11 aufgeführten Wichtungsfaktoren verwendet werden. Die Strömungsprofile des Fluides 
sind der Tabelle 2-1 zu entnehmen. 
 
Tabelle 3-11: Lage der Gitterlinien, der dort auftretenden Geschwindigkeiten und Wichtungs-
faktoren für die laminare Rohrströmung. Gleichstrom, n: Anzahl der Rohrquerschnittseintei-
lungen, Rohrmitte i = 1, Rohrwand i = n, parabolisches Profil (Gl. 2.2) 
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Um die Dispersionswirkungen in dem vorgegebenen Gitternetz richtig nachzubilden, müssen, 
wie schon in [2] gezeigt wurde, bei der Lösung bestimmte Größenverhältnisse zwischen der 








β  für β  = 2 und 1,5 ~ 1,6 für β  = 1 .   (3.50) 
 
Bei dem dadurch naturgemäß sehr kleinem t∆  ist die Anzahl der berechneten Punkte für die 
Verweilzeitverteilung sehr groß. Durch die Diskretisierung treten Schwankungen beim Aus-
trittssignal auf [1], die durch die Auswertung mit einer größeren Zeitdifferenz infolge der da-
bei auftretenden Mittelung gedämpft werden können.  
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Abb. 3-37 zeigt die ursprüngliche ( = 0,0053 s) und die zeitlich geglättete ( = 0,1484 
s) Verteilung. Durch die Glättung kommt es zu einer geringfügigen Verschiebung der charak-
teristischen Verteilungsgrößen. So ändert sich z.B. die mittlere Verweilzeit 
bert∆ auswt∆
τ  von 9,84 s auf 
9,91 s. 
 










∆tber = 0,0053 s
∆tausw = 0,1484 s
 
 
Abbildung 3-37: mit ZEMP ermittelte und mit größerer Auswertezeit geglättete 
Verweilzeitverteilung, D = 3.10-5 m2/s 
 
 
3.3.2 Parameterstudien zur numerischen Verweilzeitverteilung von Partikeln  
 
Zur systematischen Untersuchung der Einflussgrößen wird eine Reihe von Verweilzeitvertei-
lungen von Partikeln im laminar durchströmten senkrechten Rohr mit ZEMP berechnet. Für 
die Parameterstudien wurde der Rohrquerschnitt äquidistant in n Abschnitte eingeteilt. Die für 
die Abbildungen verwendeten Daten sind in Tabelle 3-12 zu finden. Partikeln starten je nach 





Tabelle 3-12: Verwendete Daten für die Abbildungen zu den Parameterstudien zur Verweil-
zeitverteilung von Partikeln 
 
Abbildung L [m] R [m] ρp [kg/m3] dp [µm] Fluid [-] u  [m/s] Deff [m2/s] 
3-37 0,35 0,02 2230 6 Luft 0,04642 3.10-5 
3-38 - 3-40a, b 1 0,1 2220 70 Wasser 0,002183 0 
3-41 - 3-44 0,7 0,02 2230 6 Luft 0,04642 5.10-7 - 1.10-4 
3-46 - 3-47 0,7 0,02 2230 KGV Luft 0,04642 3.10-5 - 1.10-4 
3-48 0,35; 0,7 0,02 2230 6 Luft 0,04642 3.10-5 
3-49 0,7 0,02 - - Wasser 0,04642 3.10-5 
3-51 – 3-53a,b 0,7 0,02 2230 6; 11,5; 
16 
Luft 0,04642 - 
0.13926 
3.10-5 - 2.10-4 
3-54 0,7 0,02 2600 100  Luft 0,04642 - 
0.13926 
3.10-5 - 7.10-5 
 
Verweilzeitverteilungen für D = 0 bei Gleich- und Gegenstrom 
Zur numerischen Berechnung der dispersionsfreien Verweilzeitverteilung wurde der Rohr-
querschnitt äquidistant in n = 500 Abschnitte für den Gleichstrom und n = 1000 Abschnitte 
für den Gegenstrom eingeteilt. Die Partikel, die alle die gleichen Eigenschaften haben, starten 
über den gesamten Querschnitt des Rohres. Je nach Wichtungsfaktoren (s. Tabelle 3-11) kön-
nen volumenstrom- und flächenproportionale Zugaben erzeugt werden.  
In Abb. 3-38 werden die differenziellen Verweilzeitverteilungen mit der analytischen Lösung 
(Tabelle 3-8) verglichen. Wegen des kleinen Zeitintervalls (∆tber = 1 s) treten große Schwan-
kungen auf. In [1] wurde jedoch nachgewiesen, dass durch eine feinere Teilung des Quer-
schnitts und größeren Auswertezeitschritte eine bessere Annäherung an die analytischen Kur-
ven möglich ist.  
So nähern sich die numerisch berechneten Punkte für ∆tber = 5 s, die von ihrem Charakter her 
eine Treppenfunktion beschreiben, der analytischen beschreibbaren Verteilungskurve an 
(Abb. 3-39), jedoch ergeben die mit kleinen Zeitschrittweiten ∆tber ermittelten Verweilzeitver-
teilungen eine kleine Abweichung der mittleren Verweilzeit von den analytischen Werten (V-
proportionale Zugabe: Vanaly ,τ = 169,43, snum 1,τ = 170,10, snum 5,τ = 172,08 s; A-proportionaler 
Zugabe: Aanaly ,τ  = 197,46, snum 1,τ =198,24, snum 5,τ = 200,25 s). 
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Abbildung 3-38: Verweilzeitverteilung für den Gleichstrom von Partikeln in einer laminaren 
Rohrströmung, n = 500, Dispersionskoeffizient D = 0 und ∆tber = 1 s 
 


























Abbildung 3-39: Integrale und differenzielle Verweilzeitverteilungen für den Gleichstrom 
von Partikeln in einer laminaren Rohrströmung; n = 500, D = 0, ∆tber = 5 s, volumenstrom- 
und flächenproportionale Zugabe 
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Bei einer weiteren Verfeinerung der Rohrquerschnittsteilung verbessert sich die Annäherung 
an die analytisch beschreibbare Verweilzeitverteilungskurve weiter [1]. Bei einer Absenkung 
der Berechnungsschrittweite gelingt außerdem die bessere Nachbildung der Spitzen beim Be-
ginn des Tracerdurchbruches, was voll mit den Erfahrungen bei der Berechnung der Verweil-
zeitverteilung in einphasigen Systemen übereinstimmt [1]. Bei der flächenproportionalen 
Verweilzeitverteilung in Abb. 3-39 ergeben sich ähnliche Phänomene wie bei der volumen-
stromproportionalen Verweilzeitverteilung. Bei der Darstellung der Summenkurven gehen 
diese überlagerten Schwankungen jedoch verloren, die Kurven in Abb. 3-39 sind recht glatt. 
Im folgenden wird deshalb immer auf die differenziellen Verteilungen zurückgegriffen. 
 
Bei Gegenstrom werden die Verweilzeitverteilung nur für D = 0 untersucht. Für Gegenstrom 
wurden die Verweilzeitverteilungen in Abb. 3-40a, b analytisch und numerisch berechnet. Zur 
numerischen Berechnung wurde Querschnitt in n = 1000 Abschnitte unterteilt und das Zeitin-
tervall ∆tber = 20 s ausgewählt. Bei kleinem Zeitintervall ∆tber ergaben sich sehr große 
Schwankungen (vgl. Abb. 3-38). Die Annäherung an die analytischen Kurvenverläufe wird, 
wie beim Gleichstrom [1] gezeigt, mit größerem n verbessert. Der mit analytischer Gleichung 
und der numerisch ermittelte Austrag (für V-prop.: 46,59 bzw. 46,62 und für A-prop.: 26,92 
bzw. 26,94 % für Abb. 3-40a, b) stimmen aber schon sehr gut überein. Die normierte Vertei-
lung kann mit dem empirischen Modell (Parameter: N = 1, M = 2) exakt beschrieben werden, 
so dass auf dessen Darstellung verzichtet wurde.  
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a) V-proportionale Zugabe 
 
 














b) A-proportionale Zugabe 
Abbildung 3-40: Verweilzeitverteilungen für den Gegenstrom von Partikeln, vs ≤ umax, D = 0, 
∆t = 20 s, tmin = 313,38, tmax = ∞, Startpunkte = 1000, a) V-proportional und b) A-proportional 
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Verweilzeitverteilungen für D > 0 in einer laminaren Rohrströmung bei Gleichstrom 
1) Einfluss der Zugabeart 
Die Verweilzeitverteilungen wurden in Abb. 3-41 bis 3-44 für unterschiedliche Zugabearten 
in Abhängigkeit von dem Dispersionskoeffizienten ermittelt. Gleichzeitig wurden die nume-
risch berechneten Punkte für die Verweilzeitverteilungen mit den empirischen Gleichungen 
nachgebildet. Wegen der unterschiedlicher Dispersionskoeffizient erfolgten die Berechnungen 
entsprechend Gl. (3.50) mit unterschiedlichen Zeitschritten und bei konstanter Zellenlänge 
(  = 0,001 m). x∆
Bei kleinen Dispersionskoeffizienten (D = 5.10-7 m2/s) unterscheiden sich die Verweilzeitver-
teilungen je nach der Zugabeart stark, was dem schon in Abb. 3-39 gezeigtem Verhalten ent-
spricht. Mit ansteigendem Dispersionskoeffizient verschwinden diese Unterschiede jedoch 
immer mehr, selbst eine punktförmige Tracerzugabe ergibt dann quantitativ relativ wenig 
abweichende Verläufe (s. Abb. 3-44). Zur besseren Übersichtlichkeit wurden in Abb. 3-44 nur 
die mit dem empirischen Modell nachgebildeten Verteilungskurven dargestellt. 
Für die numerische Lösung wurden die in Tabelle 3-12 aufgeführten Daten verwendet. Die 
Berechnungen erfolgten mit unterschiedlichen Zeitschrittweiten ∆t aufgrund der unterschied-
lichen Dispersionskoeffizienten. Bei konstanter Zellenlänge ∆x wird nach Gl. (3.50) die Zeit-
schrittweite ∆t kleiner: ∆tber = 0,32 s (D = 5.10-7 m2/s), 0,008 s (2.10-5 m2/s), 0,006 s (3.10-5 
m2/s), 0,0033 s (5.10-5 m2/s), Start für die Zugabe am Rand ist [0,9R, R].  











(1) D = 5.10-7  m2/s
(2) D = 2.10-5  m2/s
(3) D = 3.10-5  m2/s
(4) D = 5.10-5  m2/s
.
Modell C
     tmin     tmax      N    M
(1) 7,35   289,7   2     1
(2) 4,80   26,7   1,90  20
(3) 5,65   25,2   2,04  20
(4) 7,10   23,8   2,35  20
 
Abbildung 3-41: Verweilzeitdichteverteilung von Partikeln, Gleichstrom, V-proportionale 
Zugabe, n = 20; Startpunkte [0, R] 
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(1) D = 5.10-7  m2/s
(2) D = 2.10-5  m2/s
(3) D = 3.10-5  m2/s
(4) D = 5.10-5  m2/s
.
Modell C
     tmin     tmax      N     M   
(1) 7,35   289,7   1       1
(2) 5,05   27,8    1,92   20
(3) 5,95   26       2,08   20   
(4) 7,26   24,2    2,37   20
 
Abbildung 3-42: Verweilzeitdichteverteilung von Partikeln, Gleichstrom, A-proportionale 
Zugabe, n = 20; Startpunkte [0, R] 
 
 











(2) D = 2.10-5  m2/s
(3) D = 3.10-5  m2/s
(4) D = 5.10-5  m2/s
.
Modell C
     tmin    tmax    N     M
(1) 7,3   9,0     7,6    8
(2) 4,3   25,5   1,97  20
(3) 5,2   24,5   2,1    20
(4) 6,9   23,5   2,45  20










(1) D = 5.10-7  m2/s
 
Abbildung 3-43: Verweilzeitdichteverteilung von Partikeln, Gleichstrom, mittige Zugabe, n 
= 2; Startpunkte [0, 0,1R] 
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                Zugabe   tmin    tmax    N     M
V-prop.  5,65  25,2  2,04  20
A-prop.  5,95  26,0  2,08  20
Mitte      5,2    24,5  2,1    20
Rand      6,3    27,0  2,13  20
 
Abbildung 3-44: Vergleich der Verweilzeitverteilungen bei verschiedenen Zugabearten, D = 
3.10-5 m2/s (konst.) 
 
2) Einfluss der Partikelgrößenverteilung  
In den bisherigen Abschnitten wurden die Verweilzeitverteilung nur mit einheitlichen Einzel-
partikeln ermittelt. Hier soll nun beispielhaft für zwei Fälle der Einfluss der Partikelgrößen-
verteilung auf die Verweilzeitverteilung untersucht werden. Beim ersten Fall starten die Parti-
keln jeder Klasse entsprechend ihres Massenanteils im Gesamtquerschnitt. Im zweiten Fall 
kommt es zu einer klassierten Aufgabe: Die Partikelgröße nimmt von der Rohrmitte bis zur 
Wand ab. Die Konzentration der Partikeln soll so gering sein, dass mit der Sinkgeschwindig-
keit (s. Tabelle 3-13) der Einzelteilchen vs (es wurde die Gültigkeit des Stokes-Gesetzes vor-
ausgesetzt) gerechnet werden kann. Der Rohrradius wurde in 20 Intervalle eingeteilt. Die 
verwendete Partikelgrößenverteilung (Tabelle 3-13 und Abb. 3-45) lehnt sich an die von 
[132] angegebene an. Sie ist durch dp,max = 80 µm und dp = 12,37 µm gekennzeichnet.  
Die Partikelgrößenverteilung wurde in der Regel mit 20 Klassen nachgebildet, so dass ein 
Intervall bei einem verwendeten Bereich dp ∈ [0, 80 µm] pd∆ = 4 µm umfasst. Um die Ver-
weilzeitverteilung der Gesamtmasse zu bestimmen, wurde die für jede Klasse separat berech-
nete integrale Verweilzeitverteilung mit dem Partikelmassenanteil )( 1,,3 −−∆ ipip ddQ  der 
Klasse gewichtet.  
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Tabelle3-13: Partikelgrößenverteilung und stationäre Sinkgeschwindigkeit (Werte für die 
obere Intervallgrenze) für die Größe dp  
 
dp [µm] Q3(dp) [-] q3(dp) [1/m] vs [m/s]  dp [µm] Q3(dp) [-] q3(dp) [1/m] vs [m/s] 
4 0,33 0,0825 0,00107  44 0,968 0,0021 0,11999 
8 0,61 0,07 0,00429  48 0,9755 0,00188 0,14087 
12 0,74 0,0325 0,00966  52 0,982 0,00163 0,16297 
16 0,815 0,01875 0,01718  56 0,9875 0,00138 0,18620 
20 0,86 0,01125 0,02684  60 0,992 0,00113 0,21044 
24 0,893 0,00825 0,03866  64 0,996 0,0010 0,23562 
28 0,918 0,00625 0,05261  68 0,999 0,00075 0,26164 
32 0,935 0,00425 0,06872  72 0,9999 0,000225 0,28841 
36 0,948 0,00325 0,08698  76 1 0,000025 0,31587 
40 0,9596 0,0029 0,10738  80 1 0 0,34393 
 
 
Für einige Fälle wurde auch mit einer feineren Teilung (40 Intervalle, pd∆ = 2 µm) gearbeitet 
(vgl. Abb. 3-45), was jedoch einen höheren Rechenaufwand bedeutet. Die mittlere Partikel-
größe beträgt dp = 11,5 µm. Die Unterschiede der Ergebnisse waren bis auf den vorderen 
Bereich gering. 
















∆ dp = 2 µm∆ dp = 4 µm
 
Abbildung 3-45: Verwendete Partikelgrößeverteilung mit den Klassenbreite 2 und 4 µm 
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Für die Zugabe der Partikelverteilung an jedem Ort (Fall 1) zeigen Abb. 3-46 und 3-47 die 
Verweilzeitverteilung der Gesamtmasse für unterschiedlichen Dispersionskoeffizienten. In 
der Abb.3-46 sind einige Verweilzeitverteilungen für die Einzelpartikeln mit der Berücksich-
tigung des Partikelanteils und die Ergebnis für den Fall 1 dargestellt. Bei D = 5.10-6/3.10-
5/1.10-4 m2/s wurde die Verweilzeitverteilung mit bert∆  entsprechend Gl. (3.50) berechnet und 
in der Abb. 3-47 mit einer Auswertezeit auswt∆ = 0,32/0,285/0,085 s dargestellt. Bei einer Kur-
ve für D = 1.10-4 beträgt das Partikelgrößenintervall pd∆ = 2 µm (d.h. insgesamt 40 Intervalle) 
anstatt der sonst verwendeten ∆ = 4 µm. Für große Partikeln, die zuerst austreten, ändert 
sich die Verteilung in Abhängigkeit vom Dispersionskoeffizienten erwartungsgemäß nur ge-
ringfügig. Dies ist aus dem nahezu unveränderten Verlauf der Verweilzeitverteilung im vor-
deren Teil der Kurve in Abb. 3-46 und 3-47 ersichtlich. Die großen Partikeln werden wegen 
der relativ großen Sinkgeschwindigkeit auch nur sehr wenig von dem Fluidgeschwindig-
keitsprofil beeinflusst (s. Abb. 3-46). Auch für die klassierte Zugabe (Fall 2) wurde die Ver-
weilzeitverteilung der Gesamtmasse ermittelt (D = 1
pd
.10-4 m2/s, bert∆ = 0,0016 s, ∆ = 0,08 
s, Partikelgrößenintervall = 4 µm) und in Abb. 3-47 miteingetragen. Obwohl die Startbe-



















Abbildung 3-46: Ergebnisse der Verweilzeitverteilung bei einer Partikelgrößenverteilung mit 
der Verweilzeitverteilung für die Einzelpartikeln, Start vom Gesamtquerschnitt für jede Parti-
kelklasse, Anzahl der Querschnitteinteilung n = 20, D = 3.10-5 m2/s  
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D = 1.10-4 m2/s
klassierte Zugabe
 
Abbildung 3-47: Verweilzeitverteilung bei einer Partikelgrößenverteilung in Abhängigkeit 
vom Dispersionskoeffizienten, Start vom Gesamtquerschnitt für jede Partikelklasse  
 
3) Einfluss des nichtnewtonschen Geschwindigkeitsprofils 
Das Geschwindigkeitsprofil für das nichtnewtonsche Fluid (Ostwald-Profil; no ≠ 1, newton-
sches Fluid; no = 1) wurde in Tabelle 2-1 dargestellt. In Abb. 3-48 werden die volumenstrom-
proportionalen Verteilungskurven mit den unterschiedlichen Exponenten no für gleiche Dis-
persionskoeffizienten verglichen. Mit sinkendem no wird die Verteilung immer enger. Mit 
steigender Rohrlänge gleichen sich die Verläufe der verschiedenen n immer mehr an. Dieser 
Kurvenverlauf ändert sich qualitativ nur geringfügig, wenn bei sonst gleichen Bedingungen 
der Start der Partikeln vom Rand des Rohres erfolgt. Die vom Rand startenden Partikel haben 
jedoch eine etwas längere Verweilzeit als jene mit volumenstromproportionaler Aufgabe. Die 
Verteilungen wurden je ∆tber = 0,006 s berechnet und entsprechend mit einem größeren Zeit-
intervall (zwischen ca. 0,1 und 0,15 s) ausgewertet. Allgemeine Daten für die numerische 
Lösung sind in Tabelle 3-12 zu sehen. 
 
4) Einfluss von Partikelanteil auf das Fluidgeschwindigkeitsprofil 
Um den Einfluss von Partikelanteilen auf das Fluidgeschwindigkeitsprofil zu untersuchen, 
wird das Geschwindigkeitsprofil von Loewenberg [39] für eine Emulsion verwendet.  
Zur Ermittlung des Geschwindigkeitsprofils wurde die gesuchte Näherungsgleichung benutzt 
(s. Gl. (2.6b)). Das resultierende Ergebnis mit den Parametern aus Tabelle 3-12 zeigt Abb. 3-
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49. Der Einfluss des Emulsionsanteils ist, wie schon nach der Variation des Geschwindig-
keitsprofils im vorangehenden Abschnitt zu erwarten war, gering (vgl. auch Abb. 2-3). 
 















L = 0,7 m
2L = 0,35 m
 
Abbildung 3-48: Vergleich der Verweilzeitverteilungen für newtonsches und nicht-
newtonsches Geschwindigkeitsprofil, V-proportional Partikelaufgabe, D = 3.10-5 m2/s 
 















Abbildung 3-49: Numerisch ermittelte Verweilzeitverteilung mit der Anwendung des Ge-
schwindigkeitsprofils für die 30%-ige Emulsion 
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5) Beeinflussung der Verweilzeitverteilungen durch den Einlaufbereich 
Zur Ermittlung der Verweilzeitverteilung für die nichtausgebildete laminare Rohrströmung 
wird das Geschwindigkeitsprofil des 1-Bereichsmodells Gl. (3.45) angewendet. Bei nichtaus-
gebildeter Rohrströmung ist die volumenstromproportionale Zugabeart gleich der flächenpro-
portionalen. Hier wird für die Verweilzeitverteilung ein idealer Tracer betrachtet.  
Die Verweilzeitverteilungen in der nichtausgebildeten laminaren Rohrströmung wurden in 
Abb. 3-50 für verschiedene Rohrlängen L und eine konstante Einlauflänge lE numerisch be-
rechnet. Bei dem längeren Rohr L ist der Effekt des nichtausgebildeten Strömungsprofils er-
wartungsgemäß kleiner als beim kurzen Rohr. Die Verweilzeitverteilungen für die nichtaus-
gebildete laminare Strömung sind im Allgemeinen schmaler als die der ausgebildeten lamina-
ren Rohrströmung. 
 














lE = 0,246 m
.
L = 0,175 m
L = 0,35 m
L = 0,7 m
ausgebildet
nichtausgebildet
L = 1,4 m
 
Abbildung 3-50: Vergleich der Verweilzeitverteilungen des Fluids in der nicht- und der aus-
gebildeten Rohrströmung, Rohrlänge: L = 0,175 bis 1,4 m, Durchmesser DR = 0,04 m, u  = 
0,04642 m/s (V = 0,21 m& 3/h), Re = 123,1, lE = 0,246 m, Luftströmung, A-proportionale Zuga-
be, Startpunkt [0, R], Dispersionskoeffizient D = 3.10-5 m2/s, ∆tber = 0,00533 s, ∆tausw: 
0,05863 s bei L = 0,175 m; 0,11193 s bei L = 0,35 m; 0,18655 s bei L = 0,70 m und 0,29315 s 




3.3.3 Nachrechnung veröffentlichter Verweilzeitverteilungen disperser Phasen in 
strömungstechnisch realen Apparaten 
 
Messwerte für die Verweilzeitverteilung von Partikeln wurden von [132] veröffentlicht. Da-
bei wurden in der in Abb. 3-51 schematisch dargestellten Apparatur die Verweilzeitverteilun-
gen für Ca(OH)2 -Partikel ( pd  = 6 µm) und Sand ( pd = 100 µm) für eine laminare Rohrströ-
mung untersucht (s. Tabelle 3-12). In [132] fehlen genauere Angaben z.B. zur Partikelgrö-
ßenverteilung und den Phasenanteilen, so dass im folgenden Anpassungsrechnungen durchge-
führt wurden. Als Parameter wurden die effektive Sinkgeschwindigkeit, die Partikelgröße, die 
Zugabeart und der Dispersionskoeffizient angesehen. In der Tabelle 3-14 wurden die in den 
Abb. 3-51 bis 3-53a, b ermittelten Parameter aufgeführt. Diese Koeffizienten enthalten die 
unbekannten Einflüsse des Schwarmverhaltens und der Korngrößenverteilung.  
 
Tabelle 3-14: effektive Dispersionskoeffizient und Faktor f = vs,eff / vs , mittige Partikelzugabe 
 
fV&  =pd 6 [ mµ ]  pd =11,5 [µm ]  =pd 16 [µm ]  
[m3/h] D [m2/s] vs,eff / vs  uvs /  D [m
2/s] vs,eff / vs uvs /  D [m
2/s] vs,eff / vs  uvs /  
0,21 3.10-5 6,3 0,0521 3.10-5 1,7 0,1912 3.10-5 0,9 0,3701 
0,42 8.10-5 3,7 0,0260 7.10-5 1,2 0,0956 7.10-5 0,6 0,1851 
0,55 1,8.10-4 1,0 0,0199 1,2.10-4 1,0 0,073 1,3.10-4 0,5 0,1413 
0,63 2.10-4 1,0 0,0174 1,5.10-4 1,0 0,0637 1,5.10-4 0,5 0,1234 
 
Ca(OH)2: 
Die Berechnungen wurden für alle vier in [132] untersuchten Volumenströme des Fluides 
durchgeführt. Ohne das Einführen effektiver Parameter weicht die berechnete Verweilzeitver-
teilung für den kleinen Volumenstrom 0,21 m3/h stark von dem Messwert ab (s. Kurve (1*) in 
Abb. 3-51). Für die Anpassung wurde zunächst der Dispersionskoeffizient freigegeben. 
Reichte das für eine gute Nachbildung nicht aus, wurde auch eine effektive Partikelgeschwin-
digkeit zugelassen. Der Apparategeometrie von [132] wurde durch einen Start der Partikel 
von der Mitte Rechnung getragen.  
Für die Anpassung wurde in einem Fall eine effektive Partikelgeschwindigkeit, die 6,3 mal 
höher als die Partikelsinkgeschwindigkeit des mittleren Durchmessers pd  = 6 µm war, benö-
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tigt. Bei den großen Volumenströmen (0,55 und 0,63 m3/h) konnte jedoch zur Nachbildung 
die unmodifizierte Partikelgeschwindigkeit (vs,eff = vs) genutzt werden. Die starke Erhöhung 
bei den kleinen Volumenströmen könnte somit auf eine Agglomeration hinweisen. Mit dem 
steigenden Geschwindigkeitsverhältnis f = vs,eff / vs verschieben sich die Verteilungskurven 
nach links und werden schmaler.  
 





















Abbildung 3-51: Anpassung von Messwerten [132] durch ZEMP mit effektiven Sinkge-
schwindigkeiten, pd  = 6 µm, mittige Zugabe, 1*: unmodifiziertes Profil (f = 1) mit Volumen-
strom = 0,21 m3/h und D = 8.10-5 m2/s 
 
Bei der Anpassung der Messwerte wurde auch eine Partikelgröße von pd  = 11,5 µm verwen-
det. Die Abb. 3-52 zeigt die mit der Partikelgröße von pd  = 11,5 µm berechneten Vertei-
lungskurven. Bei der Berechnung wurden die Partikeln ebenfalls von der Mitte des Rohres (0 
bis 0,1R) gestartet. Der Faktor vs,eff /vs für das Geschwindigkeitsverhältnis  liegt im Bereich 1 
bis 1,7.  
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Abbildung 3-52: Anpassung von Messwerten [132] durch ZEMP für pd  = 11,5 µm, mittige 
Zugabe  
 
Weiterhin wurden Verweilzeitverteilungen mit der mittleren Partikelgröße von pd  = 16 µm 
ermittelt. In Abb. 3-53a wurden die Verweilzeitverteilungen mit der mittigen Partikelaufgabe 
ermittelt. In der Abb. 3-53b sind auch für eine volumenstromproportionale Zugabeart berech-
neten Verweilzeitverteilungen dargestellt. Für jeden Volumenstrom wurden effektive Disper-
sionskoeffizienten bestimmt. Mit der mittleren Partikelgröße von pd  = 16 µm können die 
Messwerte für die Verweilzeitverteilungen im gesamten Volumenstrombereich (0,21 bis 0,63 
m3/h) relativ gut angepasst werden. 
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a) mittige Zugabe 
 


















Abbildung 3-53: Anpassung von Messwerten [132] durch ZEMP für die Partikelgröße pd  = 




Sand 100 µm: 
Eine Besonderheit dieses Stoffsystems gegenüber dem zuvor behandelten ist, dass die Sinkge-
schwindigkeit (vs = 0,5592 m/s) von den 100 µm großen Sandkörner viel größer als die ma-
ximale Geschwindigkeit des Fluides (z.B. umax = 0,2785 m/s für den Volumenstrom 0,63 
m3/h) ist.  
Die mit der effektiven Partikelgeschwindigkeit berechneten Verweilzeitverteilungen liegen im 
experimentellen Verweilzeitbereich, passen die Werte aber relativ schlecht an. Deshalb wur-
den auch noch andere Dispersionskoeffizienten und effektiven Geschwindigkeiten getestet, 
ohne eine wesentliche Verbesserung zu erreichen. In Abb. 3-54 sind die mit der flächenpro-
portionalen Zugabeart berechneten Verweilzeitverteilungen eingefügt.  
 












Durchsatz      D       f
     [m3/h]   [m2/s]   [-]
   0,21     4.10-5   0,28
   0,42     5.10-5   0,4
   0,63     7.10-5   0,67
 
Abbildung 3-54: Anpassung von Messwerten [132] durch ZEMP mit der effektiven Sinkge-















Verweilzeitverteilungen spielen in der Verfahrenstechnik und in der Reaktionstechnik eine 
große Rolle. Häufig werden die Verweilzeitverteilungen mit den Gleichungen des auf der 
Gaußverteilung basierenden Dispersionsmodells oder der Rührkesselkaskade beschrieben, 
was bei realen Prozessen häufig nur eine grobe Nachbildung ermöglicht. 
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit ist deshalb zunächst ein empirisches Modell für die Ver-
weilzeitverteilung auf Basis der analytischen Verweilzeitverteilung der dispersen Phase ent-
wickelt worden. 
 
Diese halbempirischen Modelle bilden gut leicht schiefe Verteilungen nach. Sie enthalten 
maximal vier Parameter ( , t , N, M) und gehen unter der Bedingung langer Nachlaufzei-
ten alle in das Modell A über. Bei festgelegtem Exponent M (M = 8 für Modell B) wird der 
verbleibende Exponent N in Abhängigkeit vom Wert der aus experimentellen Kurven leicht 
bestimmbaren minimalen t  und maximalen Verweilzeit t  ermittelt. Mit der Variation 







Unter der Annahme einer stationären Sinkgeschwindigkeit, der Vernachlässigung von Ein-
laufeffekten und dispersiver Prozesse gelingt die Ableitung analytischer Ausdrücke für die 
Verweilzeitverteilung der dispersen Phase. An einigen Beispielen werden die Auswirkungen 
von uneinheitlichen Partikeln, von der Art der Zugabe und von der Bewegung im Gleich- 
bzw. Gegenstrom behandelt. Wenn die Partikelgeschwindigkeit null ist (idealer Tracer), ge-
hen die so erhaltenen Verweilzeitverteilung in die des Fluids über. 
Die Partikelverweilzeitverteilungen für theoretische Grenzfälle im laminar durchströmten 
diffusionsfreien Rohr können ebenfalls problemlos durch das halbempirische Modell darge-
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stellt werden. Dies gilt sowohl für die Verteilung bei volumenstrom- und flächenproportiona-
ler Zugabe als auch für Gleich- und Gegenstrom.  
 
Basierend auf den Kenntnissen über die Strömungsverhältnisse in Apparaten wird der Frage 
nachgegangen, welche Verweilzeitverteilung sich damit ergeben. Mit dem schon vorgestellten 
Modell ZEMP gelingt nach einer Erweiterung (Einbeziehung der Relativgeschwindigkeit der 
Partikeln) die Vorausberechnung der Verweilzeitverteilung der Partikeln. Dadurch wird es 
möglich, den Einfluss des Dispersionskoeffizienten, der Zugabeart, des Geschwindigkeitspro-
fils und des Vorliegens einer Eigenschaftsverteilung auf die Verweilzeitverteilung separat 
auszuweisen. Diese Rechnungen stellen eine gute Möglichkeit dar, bisher nur experimentell 
zugängliche Informationen durch einfache numerische Studien zu ergänzen und somit die 
Versuche zielgerichteter durchzuführen bzw. besser auszuwerten. Systematische Studien für 
die Einflussgrößen wurden beispielhaft im senkrechten Rohr durchgeführt. 
Die analytisch berechnete Verweilzeitverteilung wurde mit der numerisch ermittelten Ver-
weilzeitverteilung für den Fall D = 0 vergleichen, da die beiden Verweilzeitverteilungen 
gleich sein müssen. Die beiden Verweilzeitverteilungen näheren sich gut an. 
 
Für das sich entwickelnde Geschwindigkeitsprofil des laminar durchströmten Rohrs und Ka-
nals wurden Gleichungen (1-Bereichs- und 2-Bereichsmodell) aufgestellt, in die die Werte 
von Schlichting [31] bzw. Chebbi [45] eingingen. Bei relativ kurzen Rohren/Kanälen ist der 
Einfluss der Einlaufströmung auf die Verweilzeitverteilung groß, während der Einfluss für 
lange Apparaten vernachlässig werden kann. Es wurde auch durch die numerischen Berech-
nungen der Verweilzeitverteilung nachgewiesen. 
 
Die getesteten empirischen Modelle ergaben eine sehr gute Übereinstimmung mit den expe-
rimentellen Daten für verschiedene Apparaten und erwies sich gegenüber der mit anderen 
Modellen erreichbaren als überlegen. 
 
Das Modell ZEMP wurde mit experimentellen Verweilzeitverteilungen getestet. Bei der Be-
rechnung mussten jedoch als Parameter effektive Größe verwenden, da einige benötigten Be-
dingungen aus der Literatur fehlten. Bei kleinen Partikeln ergab das Modell eine sehr gute 












Symbol Einheit Bedeutung 
 
A, Ap  [m2]  Fläche, Anströmfläche von Partikeln 
A-prop. [-]  flächenproportional 
B  [m]  Kanalbreite 
c, co,  [mol/m3] Tracerkonzentration 
C  [-]  dimensionslose Konzentration  
ci   [-]  Parameter, i = 1, 2, 3, 4 
cw, cw,sch [-]  Widerstandsbeiwert von Kugel oder Partikelschwarm 
da, ds, dv, dw [m]  Durchmesser der projektionsflächen-, oberflächen-,  
volumen-, sinkgeschwindigkeits-gleichen Kugel  
dp,max  [m]  maximale Partikelgröße 
dp  [m]  Partikeldurchmesser 
pd   [m]  mittlere Partikelgröße 
pd∆   [m]  Klassenbreite der Verteilung oder Größendifferenz 
d50  [m]  Partikelgröße der Verteilungskurve für 50%-igen Anteil 
D, Deff  [m2/s]  Diffusionskoeffizient, effektiver Diffusionskoeffizient  
mD   [m
2/s]  molekularer Diffusionskoeffizient 
DR  [m]  Rohrdurchmesser  
tD   [m
2/s]  Diffusionskoeffizient für turbulente Strömung 
Dz  [m2/s]  Dispersionskoeffizient in axialer Richtung 




22) πerf ( ) 
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f  [-]  Verhältnis vs,eff /vs 
f(t)  [1/s]  differentielle Verweilzeitverteilung 
f(tMX )  [1/s]  Maximum der Verweilzeitverteilung 
f(θ)  [-]  dimensionslose Verweilzeitverteilung  
fr(t)  [1/s]  Verweilzeitverteilung für die Partikelgrößenverteilung  
F(t)  [-]  integrale Verweilzeitverteilung 
F(t)norm [-]  normierte Verweilzeitverteilungssumme 
F(t*)  [-]  Anteil der ausgetragenen Partikeln 
F(θ)  [-]  dimensionslose Verweilzeitsummenkurve 
FA, Fg, Fw [kgm/s2] Auftriebskraft, Gewichtskraft, Widerstandskraft 
FEi   [-]  berechnete Verweilzeitverteilung nach dem Modell 
FMi   [-]  gemessene Verweilzeitverteilung 
Fo(t)  [-]  Anzahlverweilzeitverteilungssumme mit Startbedingung 
Frg  [-]  Froude-Zahl des Gases (= u ) Rg gD/
2
∆Fi  [-]  Wichtungsfaktor 
g  [m/s2]  Erdbeschleunigung 
h  [m]  Abstand von Rohrwand, Höhe des Zylinders 
H  [m]  halbe Kanalhöhe oder Sprungfunktion  
i  [-]  Laufindex 
j  [-]  Laufindex 
k  [-]  Exponent 
ik   [-]  Parameter i = 1, 2, 3, 4 
K  [-]  gesamte Kesselanzahl 
l  [m]  axiale Koordinate für Rohr und Kanal 
El   [m]  Einlauflänge 
L  [m]  Länge des Apparates 
Le  [-]  dimensionslose Anlaufstrecke (= l/lE) 
m  [-]  Exponent 
M  [-]  Parameter für das halbempirische Modell  
Mk,A  [sk]  k-tes Moment für das empirische Modell A 
Mk,r  [mk], [sk] k-tes Moment mit Mengenart r 
Mof  [-]  Morton Zahl des Fluides (= ) 34 )/( fgffg σρρµ −
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pm&   [kg/s]  Partikelmassenstrom  
o
pm&   [kg/s]  Partikelmassenstrom für t = 0  
n  [-]  Anzahl von Querschnitteinteilung, Zahl der Startpunkte 
on , tn   [-]  Parameter für das Ostwald- bzw. das turbulente Profil 
N  [-]  Parameter für das halbempirische Modell  
p  [-]  Platzwechselwahrscheinlichkeit 
Prel   [-]  relativer Fehler  
PeD  [-]  Pecletzahl bezogen auf Rohrdurchmesser 
PeL  [-]  axiale Pecletzahl 
Pem  [-]  molekulare Pecletzahl 
PeL,M, PeL,S [-]  Pecletzahl für das maximumgleiche, varianzgleiche Modell 
qo(dp)  [-]  Anzahlverteilung 
q3(dp)  [1/m]  Massenverteilung 
qr(dp)  [1/m]  Partikelgrößenverteilung der Mengenart r 
Qr(dp)  [-]  Summenverteilung der Partikeln mit der Mengenart r 
)(3 pdQ ∆∆  [-]  Massenanteil zwischen den Partikelgrößen dp,i und dp,i-1  
r  [m]  radiale Koordinate oder Index (0: Anzahl, 1: Länge,  
2: Fläche, 3: Volumen bzw. Masse) 
ri   [m]  radiale Koordinate der i-ten Schicht 
r*  [m]  radiale Koordinate in der Stelle von v = 0 
ro  [m]  Radius des Pfropfenstroms  
R  [m]  Rohrradius  
Re  [-]  Reynoldszahl des Fluids (= )/ µρ RuD  
Reg  [-]  Reynoldszahl des Gases (= µρ /)Rgg Du ) 
Rep  [-]  Reynoldszahl der Partikeln (= )/( ψµρ vpf dv  
S  [-]  Schiefe 
Sc  [-]  Schmidt-Zahl (= D/ mν ) 
t, t’  [s]  Zeit 
tm  [s]  mittlere Zeit (= t ) 
tmax, tmin [s]  maximale, minimale Verweilzeit 
tk  [s]  Zeitkonstante für das empirische Modell, tk = tmax⋅tmin/(tmax - tmin) 
tMX   [s]  Zeit für das Verweilzeitverteilungsmaximum 
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tp  [s]  Verweilzeit eines im ruhenden Fluid sinkenden Partikels 
t   [s]  mittlere Verweilzeit des Fluids  
t∆   [s]  Zeitintervall 
bert∆ ,  [s]  Zeitschrittweite für die Berechnung, Auswertung auswt∆
u  [m/s]  Fluidgeschwindigkeit 
)(, ru og  [m/s]  Gasleerohrgeschwindigkeit  
umax  [m/s]  maximale Fluidgeschwindigkeit  
mxu   [m/s]  maximale Geschwindigkeit des Rohres und Kanals 
uo  [m/s]  Fluidgeschwindigkeit für r = 0 
uz  [m/s]  Axialgeschwindigkeit  
u , um, gu  [m/s]  mittlere Fluid- bzw. Gasgeschwindigkeit 
u’(r)  [m/s]  Differenzgeschwindigkeitsprofil 
),( rlU ′  [m/s]  Geschwindigkeitsprofil für Anlaufströmung 
v   [m/s]  Partikelgeschwindigkeit 
vp,max, vp,min [m/s]  maximale und minimale Partikelgeschwindigkeit 
pv   [m/s]  mittlere Partikelgeschwindigkeit 
vrel  [m/s]  Relativgeschwindigkeit 
vs  [m/s]  stationäre Sinkgeschwindigkeit von Partikel 
vsch  [m/s]  Schwarmgeschwindigkeit 
vs,eff  [m/s]  effektive Partikelsinkgeschwindigkeit  
V  [m3]  Volumen 
Vp  [m3]  Partikelvolumen 
V-prop. [-]  volumenstromproportional 
VR  [m3]  Reaktorvolumen 
fV& , V  [mp& 3/s]  Volumenstrom des Fluids, der Partikeln 
∆x  [m]  Ortsschrittweite 
2
ßx∆   [m2]  quadratisches Mittel des Diffusionsweges 
y  [m]  Höhenkoordinate für Kanal 
yo  [m]  Höhenkoordinate des Pfropfenstroms für Kanal 
z  [m]  axiale Koordinate (in Richtung Schwerkraft orientiert) 
ZEMP  [-]  Zellenmodell mit Platzwechselwahrscheinlichkeit 
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 V&α   [-]  Proportionalitätsfaktor  
ß  [-]  Anzahl der betrachteten Dimensionen (= 1, 2, 3) 
δ  [1/s]   Dirac-Funktion 
fϕ , pϕ  [-]  Volumenanteil des Fluids, der Partikeln 
gϕ (r)  [-]  örtlicher Gasanteil 
gϕ   [-]  mittlerer Gasanteil 
µ  [kg/(m⋅s)] dynamische Viskosität des Fluids 
ν   [m2/s]  kinematische Viskosität des Fluids 
θ   [-]  dimensionslose Zeit (= t/ t ) 
ρf , ρp  [kg/m3] Dichte von Fluid und Partikel 
∆ρ  [kg/m3] Dichtedifferenz 
σ  [m], [s] Standardabweichung für Gaußverteilung oder 
Verweilzeitverteilung 
fσ   [kg/s2]  Oberflächenspannung des Fluides 
2
θσ   [-]  dimensionslose Varianz 
τ , mτ   [s]  mittlere Verweilzeit von Partikel, disperser Phase 
analyτ , expτ , numτ  [s]  analytische, experimentell, numerisch ermittelte mittlere 
Verweilzeit der Partikeln 
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